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1 量子論のはじまり

1.1 Planck放射（輻射）

物体の運動はNewtonの運動の 3法則によって体系的に理解できるようになり、19世紀
末までには電場と磁場に関する基本法則であるMaxwell方程式が導き出された。現代では
これらの分野は「力学」および「電磁気学」として体系化されており、我々が日常生活で
経験する物体の現象はこれらの 2つの理論によって理解できるといっても過言ではない。
しかしながら、19世紀になって産業が著しく発展し莫大なエネルギーを利用するように
なると、人類は日常生活を超えたレベルの現象を取り扱う必要にせまられた。特に、製鉄
業では炉内の温度を正確に見極める必要が生じ、炉から放射される光のエネルギースペク
トル分布と温度がどのような関数に従うのかを明らかにすることは重要な研究であった。
ところが、古典力学と電磁気学ではエネルギースペクトル分布を説明することができな
かった。この問題は人々を大いに悩ませたが、1900年になって Planckは単位体積当たり
のエネルギースペクトル分布が、今日では Planckの放射公式と呼ばれる

U(ν, T ) =
8πν2

c3
×
∑∞

n=0 nhν e
−nhν

kT∑∞
n=0 e

−nhν
kT

=
8πh

c3
ν3

e
hν
kT − 1

, (1)

のような関数で上手く説明できることを発見した 1。ここで νは光の振動数、cは光速、k
は Boltzmann定数であり、hは観測との比較により

h = 2πℏ = 6.626× 10−34 J s, (2)

のような値をとる。hはプランク定数と呼ばれる物理学の基本定数である。量子力学では
hを 2πで割った ℏ (エッチバー)を使うことが多い。
Planckは放射公式 (1)を数理的に導出するにあたって「量子化」の概念を導入した。具
体的には、光のエネルギーは振動数 νに比例し、hνを単位とする離散的な値

En = nhν, n = 0, 1, 2, 3 · · · , (3)

のみを取ると仮定したのである 2。この式の物理的意味は、1905年にEinsteinによる光電
効果の説明で明らかになった。式 (3)は、振動数 νの光 (=光子)はE = hνのエネルギー
をもつことを示しており、光の粒子性を表す式である。このようなエネルギーの量子化は、
古典力学と電磁気学では説明することができない。それを説明する理論があるとすれば、
それは古典力学と電磁気学とは体系的に異なる理論である。
なお、Planckの放射公式 (1)は初期宇宙を研究するうえでも重要になっている。現在の
宇宙には宇宙初期に放出された電磁波が残存しており、それがまさに T = 2.7 KのPlanck

の放射公式とぴたりと一致するのである。

1式 (1)の 1行目は統計力学の考え方を適用している。
2角振動数を ω とすると、E = nℏω である。
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図 1: 宇宙背景放射のスペクトル (http://wmap.gsfc.nasa.gov/media/ContentMedia/

990015b.jpgより転載)

1.2 Bohr模型

エネルギーの量子化については、水素原子から放出されるスペクトルでも見つかってい
た。実際、1885年に Balmerが Balmer系列を発見したことを基に、1890年に Rydberg

は放出される光の振動数は連続的ではなく以下のような離散的な値を取るであろうと提唱
した。

ν = Rc
( 1

m2
− 1

n2

)
, m = 1, 2, 3, · · · , n = m+ 1,m+ 2, · · · . (4)

cは光速で、R = 1.097× 107m−1は Rydberg定数である。Balmer系列はm = 2の系列
であり、他の系列も 20世紀に入って実際に観測された。m = 1, 3, 4はそれぞれ Lyman系
列、Paschen系列、Blackett系列と呼ばれる。
1911年になると、ラザフォード散乱により原子は原子核とその周りを運動する電子か
らなることが明らかになった。1913年にBohrは、光の振動数が離散的な値になる理由は
水素原子内の電子のエネルギーが量子化されていることに起因すると推測した。Bohrに
よる説明は以下の通りである。まず、水素原子の原子核の周りを電子が円軌道を描いてい
るとすると、動径方向の運動方程式より

mev
2

r
=

e2

4πϵ0r2
, (5)

図 2: Balmer 系列は可視光のスペクトル線 (http://commons.wikimedia.org/wiki/

File:Emission_spectrum-H.pngより転載)

6



を得る。ここでmeは電子の質量で原子核に比べて十分軽いとし、eは素電荷、ϵ0は真空
中での誘電率、vは速度、rは円軌道の半径とした。ここまでは古典力学であるが、Bohr

はさらに電子の角運動量は

mevr = nℏ, n = 1, 2, · · · , (6)

のような量子化された値のみをとると仮定したのである。これによって r と v は離散的
な値

r =
4πϵ0ℏ2

mee2
n2, v =

e2

4πϵ0ℏn
, (7)

を取ることになる。従って電子のエネルギー準位も

En =
1

2
mev

2 − e2

4πϵ0r
= − mee

4

32π2ϵ20ℏ2
1

n2
, (8)

のように量子化されることになる。電子がEnのエネルギー準位からEmのエネルギー準
位に遷移することで、この分のエネルギーを電磁波として放出すると考えると、電磁波の
振動数は

ν =
En − Em

h
=

mee
4

64π3ϵ20ℏ3
( 1

m2
− 1

n2

)
, (9)

のようになる。これはRydbergの式 (4)を再現し、かつRydberg定数はR = mee
4/64π3ϵ20ℏ3c

のように表されることを示している。水素原子のエネルギー準位が量子化されることは、
FrankとHertzの実験によって 1914年に確かめられた。
式 (3)および式 (8)は観測事実を見事に再現するが、その導出過程では古典力学や電磁
気学の枠を超えた仮定を行った。このような仮定を正当化するために生み出されたのが量
子力学である。そして、その本質は光や電子には粒子性と波動性が備わっているという点
にある。エネルギー量子化の式 (8)は電子が波動方程式を満たすことから導くことができ
る。この波動方程式は 1926年に Schrodingerによって提案されたもので、Bohrの仮定を
より深いレベルで正当化するものになっている。この講義では Schrodingerの波動方程式
とその解釈を解説し、それを解くことによってエネルギーの量子化や水素原子のスペクト
ルについて説明をする。また、後半ではブラケットや演算子を用いた量子力学の定式化を
行う。

1.3 演習問題

1. Planckの放射公式において、振動数 ν が小さいとき ( hνkT ≪ 1)の近似式を求めよ。
(Rayleigh-Jeansの熱放射式) さらに、振動数 ν が大きいとき ( hνkT ≫ 1)の近似式を
求めよ。(Wienの熱放射式)

2. Boltzmannの分布則では、温度 T の熱平衡状態においてエネルギー E の状態が見
出される確率は e−

E
kT に比例する。光子のエネルギーが En = nhν (n = 0, 1, 2, · · · )

のように量子化されているとき、エネルギーの平均値を求めよ。
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3. 可視光線の波長は大別すると以下のようになる。紫:390 nm、藍:420 nm、青:450 nm、
緑:500 nm、黄:590 nm、燈:600 nm、赤:700 nm。赤色の光子のエネルギー hνを計
算せよ。

4. 電子の静止エネルギーはmec
2 = 0.5 MeVである。これと同じエネルギーをもつ光

子の振動数と波長を求めよ。

5. ボーア半径 (ボーア模型の最小の半径)の値、および水素原子の基底状態のエネル
ギーを計算せよ。

6. 2次元平面内で運動している質量mの粒子を考える。極座標を (r, θ)とするとき、θ
に共役な運動量 pθを求めよ。そして、Bohrの量子化条件は∮

pθdθ = nh, n = 1, 2, · · · ,

のように書き表されることを示せ。(Bohr-Sommerfeldの量子化条件)
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2 光の波動性と粒子性

Newtonは、白色光がプリズム分光器によって赤色から紫色まで連続的に分解されるこ
とから、白色光は屈折率の異なる様々な色の光線からできていると考えた。そして光線は
粒子の飛跡であると考え、光の粒子説を唱えた。一方で、Huygensは「Huygensの原理」
によって波動の性質から光の反射や屈折を説明し、さらにYoungは 1804年の 2重スリッ
トの実験により、2つのスリットを通った光は干渉を起こすことを発見した。これにより、
光の波動説も支持を集めるようになった。この節では光の波動性と粒子性について 19世
紀後半以降の発展を解説し、その 2重性を見ていくことにする。

2.1 光の波動性

19世紀後半にMaxwellらによって電磁気学が完成し、光は真空中を光速 cで伝搬する
電磁波であることが確立した。真空中のMaxwell方程式から、電場E(t,x)は波動方程式

(∂2t − c2∇2)E = 0, ∇ ·E = 0, (10)

を満たすことが導かれる 3。磁場も同様な波動方程式を満たし、電場と磁場は直交する。
式 (10)の解を具体的に求めてみよう。解の形を

e2πi(k·x+νt), (11)

のように仮定する。νは振動数である。kは波数ベクトルと呼ばれるもので、その大きさ
は波長 λによって |k| = 1/λのように表される。上記の仮定を式 (10)に代入すると、振動
数は ν = ±c|k|となることが分かる。従って解は

e2πi(k·x±c|k|t), (12)

のように表される。これは±k方向に光速 cで伝搬する波を表す。一般解は、解の重ね合
わせにより

E(t,x) =

∫ ∞

−∞
d3k
(
A(k)e2πi(k·x−c|k|t) +A(k)∗e−2πi(k·x−c|k|t)

)
, (13)

のように求まる。ただし、電場は実場であることを考慮しており、また、A(k) · k = 0で
ある。
例えば、適当な初期条件のもとでは、波動方程式の解は

E = E0 cos
{
2π
( 1
λ
n · x− νt

)}
, n ·E0 = 0, (14)

のように求められる。ここで、ν および λ = c/ν は電磁波の振動数および波長であり、
n = (n1, n2, n3)は電磁波の伝搬方向を表す単位ベクトルである。n

λ は波数ベクトルであ
る。またE0は定数のベクトルで、nと直交する。これにより電磁波は横波であり、光の
干渉や回折といった性質は波動方程式に従うことから説明することができる。

3ただし、∇2 = ∇ · ∇ = ∂i∂
i = ∂2

1 + ∂2
2 + ∂2

3、n · x = nix
i = n1x1 + n2x2 + n3x3 である。xi と xi は

ベクトル xの i番目の成分を表し、同じ添え字を上と下に書いた場合は添え字について和をとることを暗黙
の了解とする。これは縮約の記法と呼ばれる。
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2.2 光の粒子性

光が電磁波であることが明らかになると、粒子説は棄却されるかに思われたが、20世
紀に入ってからは光子の存在が実験によって確かめられることになる。Planckの仮定 (3)

はまさに光子の存在を言い当てたもので、E = nhνのエネルギー状態は hνのエネルギー
をもつ光子が n個集まった状態だと解釈できる。このことを、より物理的な考察から正当
化したのが Einsteinによる光電効果の説明である。

図 3: 光電効果

光電効果とは、金属の表面に電磁波を照射すると電子がたたき出される現象である。実
験の結果、以下のことが分かっていた。

• 電磁波の振動数が ν0（値は金属の種類に依存する）より大きくなると電子がたたき
出され、その運動エネルギーは電磁波の振動数 νに比例する。

• たたき出される電子の個数は、電磁波の強さに比例する。

1905年にEinsteinは、電磁波は光子の集まりであり、光子 1個のエネルギーEと運動量 p

は

E = hν, p =
h

λ
n, (15)

のように与えられると考えた 4。ここで ν は振動数であり、λ = c/ν は波長である。そし
て、nは単位ベクトルで光子の進行方向を表す。光子 1個のエネルギーが電子 1個の運動
エネルギーに変換されたと解釈すると

1

2
mev

2 = hν − hν0, (16)

のような式が成り立つ。hν0は仕事関数と呼ばれる量で、電子と金属の結合を切るために
必要なエネルギーである。比例定数 hは実験により測定可能であり、プランク定数と一致
する。以上のような Einsteinの考察によって、振動数 νの電磁波はエネルギー hνの光子

4特殊相対性理論により、質量 mの粒子のエネルギー E と運動量の大きさ pには E =
√

|p|2c2 +m2c4

のような関係が常に成り立つ。光子はm = 0なので、E = |p|cである。
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から構成されることが明らかになった。式 (15)を用いると真空中を n方向に伝搬する電
磁波の電場Eは

E = E0 cos
{
2π
( 1
λ
n · x− νt

)}
= E0 cos

{1
ℏ
(
p · x− Et

)}
, (17)

のように書き表せる。

図 4: コンプトン効果

さらに、1923年にはComptonがコンプトン効果を光子の散乱により説明することに成
功した。コンプトン効果とは、X線を原子に照射するとより波長の長いX線が散乱される
現象であり、Comptonはこれを光子と電子の 2体散乱から説明した。入射X線の波長を
λとし、散乱されるX線の波長を λ′としよう。まずエネルギー保存則より

hc

λ
+mec

2 =
hc

λ′
+
√
p2c2 +m2

ec
4, (18)

であり、また運動量保存により

h

λ
=
h

λ′
cos θ + p cosϕ,

h

λ′
sin θ = p sinϕ, (19)

を得る。これらの式より ϕと pを消去すると、波長の変化と θの間の関係式

λ′ − λ =
h

mec
(1− cos θ), (20)

を導くことができる。この式は、散乱角に応じて波長の伸びが変化する実験結果とよく一
致しており、これにより光子の存在は揺るぎないものとなった。

2.3 演習問題

1. 辺の長さが Lの立方体に閉じ込められた電磁波を考える。このとき立方体の境界面
では電場は 0となる。一般解 (13)において、波数ベクトルはどのように表されるか
を述べよ。

2. コンプトン効果を考える。反跳された電子の運動エネルギーを求めよ。また、その
値が最大となるのはどのようなときか述べよ。
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3 物質の粒子性と波動性

19世紀末から 20世紀にかけては、物質を構成する素粒子が相次いで発見された。最初
に発見された素粒子は電子で、まず 1896年に Zeemanはナトリウムから出る黄色のスペ
クトル線 (D線) が磁場によって広がる現象 (ゼーマン効果)を発見した。Lorentzは、こ
の現象はナトリウム原子内部の荷電粒子の振動が原因だと考え、その比電荷を計算によっ
て求めた。そして、1897年に J. J. Thomsonは陰極線に電場や磁場をかけると陰極線が
曲がることから、その正体は負電荷を帯びた粒子であると考えた。そしてその比電荷は、
Zeemanと Lorentzによって得られた値と一致したのである。これによって、原子内部に
は負電荷を帯びた電子が存在することが確立した 5。さらに、1911年には Rutherfordに
よって正電荷を帯びた原子核の存在が明らかになった。原子核を構成する陽子 (proton)は
1918年にRutherfordにより発見され、中性子 (neutron)は 1935年にChadwickにより発
見された。
さて、20世紀初頭までの研究によって、光は波動性と粒子性の両方を兼ね備えているこ
とが明らかになった。そして、光子も素粒子であると考えられる。では素粒子は一般に波
動性を備えているのではないか？そのような奇抜は考えは 1924年に de Broglieによって
提案された。そして、その考えは量子力学の構築には欠かせない発想だったのである。

3.1 物質の粒子性

物質とは物体を構成する粒子のことであり、例えば電子や陽子、中性子である 6。電子
が直接検証されたのは 1897年の J. J. Thomsonによる陰極線の実験による。陰極線に電
場や磁場をかけることで、ローレンツ力を受けて運動する負電荷をもつ電子の存在が明ら
かになった。この実験で電子の比電荷が測定され、その後 1909年にMilikanによって電
気素量 e = 1.602× 10−19 C が測定されるなど、電子の粒子性は明白になった。陽子や中
性子についても、原子内の原子核という 1 fm = 10−15 m の長さの領域に存在することか
ら、それらの粒子性は明らかであろう。

3.2 物質の波動性

光子が粒子性と波動性を備えた素粒子ならば、他の素粒子にも波動性があるのではない
か？1924年に de Broglieは、波動性と粒子性は何も光に特有の性質ではなく、電子のよう
な物質についても成り立つのではないかと仮説を立てた。具体的には、波動性と粒子性を
関連付ける式 (15)が全ての物質に当てはまるのではないかと考えた。
仮に電子を V [V]の電圧で加速したとすると、電子の運動エネルギーは

p2

2me
= eV, (21)

5ただし、Lorentzの理論はあくまでも古典力学であって、正しくは電子のスピンを考えないといけない。
6陽子や中性子は素粒子ではなく、クォーク 3体からなる複合粒子である。電子は素粒子である。
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となる。ただし、この式は電子の速度が光速に比べて十分小さいときに成り立つ式である。
これを式 (15)の運動量に代入すると、電子の波長は

λ =
h

p
=

h√
2meeV

=
12.3√
V

× 10−10 m, (22)

のようになる。従って、100 V 程度の電圧で加速した電子の波長は 10−10 m 程度になる。
10−10 m は結晶の格子間隔とだいたい同じなので、電子を結晶に入射させると回折現象が
起こると期待できる。実際、1927年にDavissonとGermerは電子の回折を実験で検証す
ることに成功した。翌年には G. P. Thomsonや菊池正士も電子の回折を実験で確認して
いる。

3.3 演習問題

1. J. J. Thomsonは陰極線が電子の粒子線であるとして、その比電荷を求めた。図の
ように電場Eをかけたとして、電子の比電荷 e/meを求めよ。

図 5: 比電荷の測定

2. 電子が 1 fm (原子核のサイズ程度)のドブロイ波長をもつとき、電子の運動エネル
ギーE −mec

2を求めよ。
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4 1次元空間におけるSchrodingerの波動方程式

4.1 自由粒子に対する Schrodingerの波動方程式と不確定性関係

簡単のために、1次元空間を運動する物質を考えよう。時間を t、空間の座標を xとす
る。物質には粒子性と波動性があり、エネルギー Eと振動数 ν、運動量 pと波長 λには、
de Broglieの関係式

E = hν, p =
h

λ
, (23)

が成り立つ。そこで、波動の式を考えると

ψ(t, x) ∼ exp
{
2πi
(x
λ
− νt

)}
∼ exp

{ i
ℏ
(
px− Et

)}
, (24)

のようになる。ψ(t, x)は波動関数と呼ばれる。この式より、粒子のエネルギーと運動量は

Eψ = iℏ
∂

∂t
ψ, pψ = −iℏ ∂

∂x
ψ, (25)

のように波動関数に作用する微分演算子として表されることになる。物理量が演算子であ
ることを明示する際には

Ê = iℏ
∂

∂t
, p̂ = −iℏ ∂

∂x
, (26)

のようにハットで表記する。
さて、古典論ではエネルギーと運動量にはE = p2

2m の関係があるが、これは保存則なの
で量子論でも成り立つと考えられる。そこで、この保存則と式 (25)を組み合わせると

iℏ
∂

∂t
ψ = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
ψ, (27)

のように波動関数に関する微分方程式が得られる。これが自由粒子に対するSchrodingerの
波動方程式である。つまり、力を受けずに自由に運動する粒子の波動関数は、Schrodinger

方程式 (27)に従い、その解は

ψ(t, x) ∼ exp
{ i
ℏ
(
px− E(p)t

)}
, E(p) =

p2

2m
, (28)

で与えられる。これは平面波解と呼ばれる。
さて、波動方程式の解である波動関数 ψ(t, x) は何を表すのだろうか？de Broglie や

Schrodinger は波動関数は物質が雲状に分布している状態を表すと考えたが、これは物
質が粒子として安定に振る舞うこととは相容れないように思われる。Bornは彼らとは異
なる考え方として、「波動関数が ∫ ∞

−∞
dx|ψ(t, x)|2 = 1, (29)

のように規格化できるとき、物質が時刻 tにおいて位置 xと x + dx間に存在する確率は
|ψ(t, x)|2dxで与えられる」とした。このBornの解釈と実験結果が矛盾しないことは確認
されており、これが量子力学の波動関数 ψ(t, x)に対する基本的な解釈である。
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波動方程式 (27)の解についてもう少し考察をしよう。波の強さは |ψ|2に依存し、波が
強いところに物質が存在すると考えられる。ここで平面波解 (28)は解ではあるが、空間の
至る所で |ψ|2 ∼ 1なので規格化できない。このような場合は、物質の数は無数であり、空
間の至る所に存在すると考えられる。
そこで、物質が空間に局在した状況に対応する波動解を構成するために平面波解の重ね
合わせを行ってみよう。

ψ(t, x) =
1√
2πℏ

∫ ∞

−∞
dp ψ̃(p) exp

{ i
ℏ
(
px− E(p)t

)}
, E(p) =

p2

2m
. (30)

ここで ψ̃(p)は任意の関数として波動方程式 (27)の解となるが、以下では ψ̃(p)は p = p0

でピークとなると考えてみよう。すると、ψ̃(p)は近似的に Gauss分布（正規分布）を用
いて

ψ̃(p) = A exp
{
− 1

4σ2
(p− p0)

2
}
, A =

1

(2π)1/4σ1/2
, (31)

のように表される。これを式 (30)に代入して、p = p0 + p′のように変数変換を行うと

ψ(t, x) =
A√
2πℏ

∫ ∞

−∞
dp exp

{
− p′2

4σ2
+
i

ℏ
(
p0 + p′

)
x− i

ℏ

(
E(p0) +

p0
m
p′ +

p′2

2m

)
t
}

=
A√
2πℏ

∫ ∞

−∞
dp′ exp

{ i
ℏ
(
p0x−E(p0)t

)
+
i

ℏ
(
x− vgt

)
p′ − a

2
p′2
}

=
A√
2πℏ

exp
{ i
ℏ
(
p0x−E(p0)t

)}
exp

{
− (x− vgt)

2

2ℏ2a

}
×
∫ ∞

−∞
dp′ exp

{
− a

2

(
p′ − i

x− vgt

ℏa

)2}
,

=
A√
ℏa

exp
{ i
ℏ
(
p0x− E(p0)t

)}
exp

{
− (x− vgt)

2

2ℏ2a

}
, (32)

のような波動関数が得られる。ただし

vg ≡
dE

dp
(p0) =

p0
m
, a ≡ 1

2σ2
+

it

mℏ
, (33)

と定義した。波動関数の絶対値の 2乗は

|ψ|2 = |A|2

ℏ|a|
exp

{
− (x− vgt)

2

2ℏ2σ2|a|2
}
, (34)

となるので、これより物質の速度はvgであることが分かる。vgは群速度と呼ばれ、E(p0)/p0

は位相速度と呼ばれる。
以上の考察により、局在化した物質の分布は x = vgtを中心とする正規分布 (34)で与え
られる。これより x = vgtの周りの波動の広がりは∆x = ℏσ|a|となる。一方、運動量の
分布は |ψ̃|2で与えられ、p = p0を中心とする正規分布となる。これより運動量の広がり
は∆p = σとなることが分かる。すると、

∆x∆p = ℏσ2|a| = ℏ
2

√
1 +

(2σ2t
mℏ

)2
≥ ℏ

2
, (35)
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となる。これは不確定性関係と呼ばれる量子論特有の関係である。その物理的な意味は、
物質の位置と運動量の広がりは同時にゼロにできなくて、プランク定数程度の不確定性が
あることを表す。例えば、既に述べた平面波では運動量を固定しているが、そうすると物
質の広がりは無限になるのである。

4.2 1次元空間における Schrodingerの波動方程式

光速よりも十分に遅い速度で電子がポテンシャル V (x)の中を運動しているとき、エネ
ルギーの保存則により

E =
p2

2m
+ V (x), (36)

のようになる。もし、ミクロの世界でこの式が成り立たなければ、マクロの世界では到底
成り立たないはずである。従って、保存則はミクロの世界でも成立すると考えて構わない
だろう。式 (25)と (36)を組み合わせることにより、波動関数についての微分方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(t, x) = Ĥψ(t, x), Ĥ = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x), (37)

を得る。これはポテンシャル V (x)の中を運動する物質についての Schrodinger方程式で
ある。波動関数 ψ(t, x)については自由粒子のときと同じように、「波動関数 ψが十分遠方
ではゼロに収束して ∫

dx|ψ(t, x)|2 = 1, (38)

のように規格化したとき、ρ = |ψ|2 は電子が位置 xに存在する確率密度を表す」という
Bornの解釈を行う。この解釈が正しいかどうかは実験によって確認する他ないが、実験
的にも矛盾する結果は得られていない。量子力学では、物質が時刻 tで位置 xに存在する
確率密度が波動関数の 2乗 ρ(t, x) = |ψ(t, x)|2で与えられるとし、その波動関数 ψ(t, x)に
対する基礎方程式が Schrodinger方程式なのである。
次に確率密度 ρの時間変化を考えてみよう。計算すると

∂ρ

∂t
= ψ∗∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ

=
iℏ
2m

(
ψ∗∂

2ψ

∂x2
− ∂2ψ∗

∂x2
ψ
)

=
∂

∂x

{ iℏ
2m

(
ψ∗∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ
)}
, (39)

のようになる。そこで確率の流れ (カレント)を

j ≡ − iℏ
2m

(
ψ∗∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ
)
, (40)

のように定義すると、式 (39)はカレントの保存則

∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0, (41)

を意味する。|ψ|2が電子の確率密度として解釈できるためには、ψとその微分は xについ
て連続的である必要がある。
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4.3 物理量の演算子による表示および不確定性関係

波動関数 ψ(t, x)はBornによる確率解釈がなされるので、時刻 tにおける粒子の位置の
期待値は

⟨x(t)⟩ =
∫ ∞

−∞
dxψ∗(t, x)x̂ψ(t, x), x̂ = x, (42)

のように表すことができる。では、運動量の期待値はどのようになるだろうか？運動量は波
動関数 ψ(t, x)に対して微分演算子として作用するので、以下のように与えられるだろう。

⟨p(t)⟩ =
∫ ∞

−∞
dxψ∗(t, x)p̂ψ(t, x), p̂ = −iℏ ∂

∂x
. (43)

実際に右辺を Fourier変換して計算すると

⟨p(t)⟩ = 1

2πℏ

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dp

∫ ∞

−∞
dp′ ψ̃∗(t, p′)pψ̃(t, p)e

i
ℏ (p−p

′)x

=

∫ ∞

−∞
dp

∫ ∞

−∞
dp′ ψ̃∗(t, p′)pψ̃(t, p)δ(p− p′)

=

∫ ∞

−∞
dp ψ̃∗(t, p)pψ̃(t, p), (44)

となるので、確かに運動量の期待値になる。
以上は波動関数が位置 xの関数として記述されている場合であるが、波動関数が運動量

pの関数として表されている場合には、

x̂ψ̃(t, p) = iℏ
∂

∂p
ψ̃(t, p), p̂ψ̃(t, p) = pψ̃(t, p), (45)

のように表される。このように波動関数の表示の仕方によって演算子の表記も変化する。
しかし、演算子の間の交換関係

[x̂, p̂] = iℏ, (46)

は表示によらず成り立つことが分かる。そして、この式から不確定性関係を示すことがで
きる。まず、∆xと∆pは

(∆x)2 ≡ ⟨(x− ⟨x⟩)2⟩ = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2,
(∆p)2 ≡ ⟨(p− ⟨p⟩)2⟩ = ⟨p2⟩ − ⟨p⟩2, (47)

のように定義される。そして、ẑ = t(x̂− ⟨x⟩) + i(p̂− ⟨p⟩)おいて、絶対値の 2乗を計算す
ると

⟨z†z⟩ = t2(∆x)2 − ℏt+ (∆p)2 ≥ 0 ⇔ ℏ
2
≤ ∆x∆p, (48)

のように不確定性関係を導くことができる。

17



波動関数の Fourier変換� �
波動関数 ψ(t, x)の Fourier変換は

ψ(t, x) = A

∫ ∞

−∞
dp ψ̃(t, p)e

i
ℏpx, (49)

のようになる。ここでAは定数であり、pは運動量である。Diracのデルタ関数が

δ(x− x′) =

∫ ∞

−∞

dp

2πℏ
e

i
ℏp(x−x

′), (50)

のように表されることに注意すると、式 (49)の逆変換は

ψ̃(t, p) =
1

2πℏA

∫ ∞

−∞
dxψ(t, x)e−

i
ℏpx, (51)

で与えられる。定数Aの値は何でもよいが、特に確率解釈のうえでは∫ ∞

−∞
dxψ∗(t, x)ψ(t, x) =

∫ ∞

−∞
dp ψ̃∗(t, p)ψ̃(t, p), (52)

となるように選ぶのが便利であり、このときA = 1√
2πℏ
となる。� �

Gauss分布と分散� �
Gauss分布とは

P (x) =
1√
2πσ

e−
(x−x0)

2

2σ2 (53)

のように与えられる。係数は確率分布としての解釈ができるように選んでおり、∫ ∞

−∞
dxP (x) = 1, (54)

を満たす。上記のGauss分布における xの平均値 ⟨x⟩は

⟨x⟩ =
∫ ∞

−∞
dxxP (x) = x0, (55)

である。また、分散 ⟨(x− x0)
2⟩(= ⟨x2⟩ − x20)は

⟨(x− x0)
2⟩ =

∫ ∞

−∞
dx (x− x0)

2P (x) =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
dxx2e−

x2

2σ2 = σ2, (56)

となる。これより、xの平均値はx0で、その値からの広がりは∆x ≡
√

⟨(x− x0)2⟩ = σ

で与えられる。� �
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4.4 演習問題

1. 以下のガウス積分を示せ。 ∫ ∞

−∞
dp e−ap

2
=

√
π

a
.

2. 以下の積分を示せ。 ∫ ∞

−∞
dp p2e−ap

2
=

1

2a

√
π

a
.

3. 時刻 t = 0における波動関数が

ψ(x) = Ae−
x2

4σ2 ,

で与えられている。規格化をして定数Aを求めよ。また、∆x =
√

⟨x2⟩を求めよ。

4. 上記の波動関数の Fourier変換

ψ̃(p) =
1√
2πℏ

∫ ∞

−∞
dxψ(x)e−

i
ℏpx,

を求めよ。また、∆p =
√

⟨p2⟩を求めよ。

5. 不確定性関係について説明せよ。

6. 波動関数が

ψ(t, x) = A exp
{ i
ℏ
(
px− E(p)t

)}
+B exp

{ i
ℏ
(
− px−E(p)t

)}
,

で与えられたとする。このとき確率の流れ (カレント)を求めよ。

7. 波動関数は一般に

ψ(t, x) =
1√
2πℏ

∫ ∞

−∞
dp ψ̃(p) exp

{ i
ℏ
(
px− E(p)t

)}
,

のように表される。このとき確率の流れ (カレント)を全空間で積分した値を求めよ。
また、物理的な意味を述べよ。

8. Schrodinger方程式を用いて、 d
dt⟨x⟩ =

1
m⟨p⟩となることを説明せよ。

9. Schrodinger方程式を用いて、 d
dt⟨p⟩ = −⟨dVdx ⟩ となることを説明せよ。(Ehrenfestの

定理)
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5 井戸型ポテンシャルやポテンシャル障壁の下で運動する物質

5.1 定常状態の波動方程式

この節では物質のエネルギーEが一定であるような定常状態について考える。定常状態
では物質の波動関数 ψ(t, x)は Ĥψ = Eψを満たすので、

ψ(t, x) = e−
i
ℏEtϕ(x), (57)

のように変数分離される。これを Schrodinger方程式 (37)に代入すると、ϕ(x)について
の方程式

d2ϕ

dx2
= −2m

ℏ2
(E − V )ϕ, (58)

を得る。これは、物質のエネルギーがEであるような定常状態についての波動方程式であ
る。また、カレント (40)は、

j(x) = − iℏ
2m

(
ϕ∗
dϕ

dx
− dϕ∗

dx
ϕ
)
, (59)

のように xにのみ依存する。
最も簡単な場合として V = V0 (定数)を考えよう。E − V0 > 0の場合、定常状態の波動
方程式 (58)の一般解は

ϕ(x) = Ae
i
ℏpx +A′e−

i
ℏpx, p =

√
2m(E − V0), (60)

のようになる。AとA′は複素数の定数である。カレント (59)を計算すると

j(x) =
p

m
|A|2 − p

m
|A′|2, p =

√
2m(E − V0), (61)

となるので、Aを係数とする解は x軸正の方向へ速さ p/mで伝搬する波動を、A′を係数
とする解は x軸負の方向へ速さ p/mで伝搬する波動を表すことが分かる。これより、ポ
テンシャルの値 V0よりエネルギーEが大きい場合には、物質は波動方程式に従って伝搬
することがわかる。
一方で、E − V0 < 0の場合、一般解は

ϕ(x) = Beρx +B′e−ρx, ρ =

√
2m(V0 −E)

ℏ
, (62)

のようになる。BとB′は複素数の定数である。カレント (59)を計算すると

j(x) = − iℏρ
m

(
B′∗B −B∗B′), ρ =

√
2m(V0 − E)

ℏ
, (63)

となる。ポテンシャルの値よりエネルギーが小さい場合、古典論では物質の運動は不可能
であるが、量子力学では解が存在することになる。ただし、x → ±∞で ϕ → 0を要求す
ると、B = B′ = 0となる。量子力学においてこの解がどのような意味をもつかについて
は、以下で考察する。
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5.2 井戸型ポテンシャルの下で運動する物質 – 束縛状態と量子化

[−V0 < E < 0の場合]

図 6のような井戸型ポテンシャルの下で運動する物質の運動を考える。古典力学では、
エネルギーEが負の場合には、物質が井戸型ポテンシャルの中を往復運動する。これらの
描像は量子力学ではどうなるだろうか？

図 6: 井戸型ポテンシャル

まず、各領域で場合分けして Schrodinger方程式 (58)を解くと、一般解は

ϕ(x) =


Aeρx +A′e−ρx, x ≤ 0,

Beipx +B′e−ipx, 0 ≤ x ≤ a,

Ceρx + C ′e−ρx, a ≤ x,

(64)

のように表される。ここでA,A′, B,B′, C, C ′は複素数の積分定数であり、ρおよび pは

ρ =

√
−2mE

ℏ
, p =

√
2m(E + V0)

ℏ
, (65)

のように定義した。以下では、Bornによる確率解釈が満たされるように |ψ|2(= |ϕ|2)の全
空間での積分が有限になることを要求する。さらに、波動関数とカレントが xについて連
続的であることも課すことにする。そして、これらの条件より積分定数やエネルギーの関
係を導出する。
まず、今考えているのは物質が井戸型ポテンシャル中に束縛されている状況なので、波
動関数は x = ±∞でゼロになる必要がある。従って、A′ = C = 0である。そして、波動
関数が x = 0と x = aで連続的になるための条件から

A = B +B′, (66)

Beipa +B′e−ipa = C ′e−ρa, (67)

が得られ、さらに、カレントが x = 0と x = aで連続的になるための条件（=波動関数の
微分が連続的になる条件）から

ρA = ip(B −B′), (68)

ip(Beipa −B′e−ipa) = −ρC ′e−ρa, (69)
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が得られる。式 (66)および (68)をAで割った式より

B

A
=

1

2

(
1− i

ρ

p

)
,

B′

A
=

1

2

(
1 + i

ρ

p

)
, (70)

となるので、これを式 (67)および (69)をAで割った式に代入すると

cos pa+
ρ

p
sin pa =

C ′

A
e−ρa, (71)

sin pa− ρ

p
cos pa =

C ′

A

ρ

p
e−ρa, (72)

のようになる。この式より C′

A を消去すると、ρと pの関係式

ρ

p
=

±1− cos pa

sin pa
, (73)

が求まる。ρ =
√

2mV0
ℏ2 − p2なので、上式より pの値が離散的に決まり、従ってEの値も

離散的に求まる。従って、井戸型ポテンシャルに束縛された物質は、ある決まったエネル
ギーしか取れないことになる。これは、原子内に束縛された電子のエネルギーが離散的な
値になるという観測結果を本質的にとらえている。

5 10 15 20 25

-5

5

図 7: 式 (73)を満たす点の図。ただし、2mV0a2

ℏ2 = (8π)2のように選んでいる。

[0 < Eの場合]

図 6のような井戸型ポテンシャルの下で運動する物質の運動を考える。古典力学では、
エネルギー E が正の場合には、x = −∞から入射された物質はポテンシャル中では速度
が変化するものの、必ず x = ∞へと飛び去っていく。これらの描像は量子力学ではどう
なるだろうか？
まず、各領域で場合分けして Schrodinger方程式 (58)を解くと、一般解は

ϕ(x) =


Aeikx +A′e−ikx, x ≤ 0,

Beipx +B′e−ipx, 0 ≤ x ≤ a,

Ceikx + C ′e−ikx, a ≤ x,

(74)
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のように表される。ここでA,A′, B,B′, C, C ′は複素数の積分定数であり、kおよび pは

k =

√
2mE

ℏ
, p =

√
2m(E + V0)

ℏ
, (75)

のように定義した。
物質は x = −∞からのみ入射されるとし、x = ∞からは入射しないとすると、C ′ = 0

である。x = 0, aにおける波動関数の連続性より

A+A′ = B +B′, (76)

Beipa +B′e−ipa = Ceika, (77)

が得られ、さらに x = 0, aにおけるカレントの連続性により

k(A−A′) = p(B −B′), (78)

p(Beipa −B′e−ipa) = kCeika, (79)

となる。式 (76)および (78)より

B =
A

2

(
1 +

k

p

)
+
A′

2

(
1− k

p

)
,

B′ =
A

2

(
1− k

p

)
+
A′

2

(
1 +

k

p

)
, (80)

となり、これを式 (77)に代入すると

C = A
(
cos pa+ i

k

p
sin pa

)
e−ika +A′

(
cos pa− i

k

p
sin pa

)
e−ika, (81)

となる。最後に求めたB,B′, C の値を式 (79)に代入すると

A
(
i sin pa+

k

p
cos pa

)
+A′

(
i sin pa− k

p
cos pa

)
=
k

p
A
(
cos pa+ i

k

p
sin pa

)
+
k

p
A′
(
cos pa− i

k

p
sin pa

)
, (82)

を得る。この式より

A′

A
=

i
(
1− k2

p2

)
sin pa

2k
p cos pa− i

(
1 + k2

p2

)
sin pa

, (83)

が求まり、さらに式 (81)に代入することで

C

A
=

2k
p e

−ika

2k
p cos pa− i

(
1 + k2

p2

)
sin pa

, (84)

が求まる。
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よって、入射カレントに対する反射カレントと透過カレントの比はそれぞれ

jr
ji

=

(
1− k2

p2

)2
sin2 pa

4k2

p2
cos2 pa+

(
1 + k2

p2

)2
sin2 pa

, (85)

jt
ji

=

4k2

p2

4k2

p2
cos2 pa+

(
1 + k2

p2

)2
sin2 pa

, (86)

となる。これより、x = −∞から入射された物質は、一般に一定の割合で井戸型ポテン
シャルによって反射されることが分かる。反射が起こらないのは pa = nπ (n = 1, 2, · · · )
のときであるが、pは井戸型ポテンシャル中のドブロイ波長 λ を使って p = 2π/λのよう
に表されることから、これは a = nλ/2となる。つまり、井戸型ポテンシャルの幅が半波
長の整数倍のときは、ポテンシャル中で波動の定常状態が生じて反射が起こらなくなる。

5.3 ポテンシャル障壁の下で運動する物質 – トンネル効果

[0 < E < V0の場合]

図 8のようなポテンシャル障壁の下で運動する物質の運動を考える。特に、0 < E < V0

における物質の運動を考えよう。今回は物質を x = −∞から入射し続けている状況を考
える。古典力学では物体は全てポテンシャル障壁に跳ね返されて透過することはないが、
量子力学ではどうなるだろうか？

図 8: ポテンシャル障壁

まず、各領域で場合分けして Schrodinger方程式 (58)を解くと、一般解は

ϕ(x) =


Aeikx +A′e−ikx, x ≤ 0,

Beρx +B′e−ρx, 0 ≤ x ≤ a,

Ceikx + C ′e−ikx, a ≤ x,

(87)

のように表される。ここでA,A′, B,B′, C, C ′は複素数の積分定数であり、ρおよび kは

ρ =

√
2m(V0 − E)

ℏ
, k =

√
2mE

ℏ
, (88)
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のように定義した。以下では積分定数を連続性の条件などを課して決めていこう。
まず、設定を繰り返すと、ビームを x = −∞から入射し、反射と透過が起こる状況を考
えている。カレントを式 (40)で評価すると

j(x) =



√
2E
m (|A|2 − |A′|2), x ≤ 0,

−i
√

2(V0−E)
m (B′∗B −B∗B′), 0 ≤ x ≤ a,√

2E
m (|C|2 − |C ′|2), a ≤ x,

(89)

のようになる。x ≤ 0の領域を眺めると、x軸正の方向への入射カレントは ji =
√

2E/m|A|2

であり、x軸負の方向への反射カレントは jr =
√

2E/m|A′|2であることがわかる。一方、
a ≤ xの領域を眺めると、x軸正の方向への透過カレントは jt =

√
2E/m|C|2 であり、

x = ∞から負の方向に伝搬するカレントは存在しないので、C ′ = 0である。なお、古典
的には不可能な 0 ≤ x ≤ aの領域でも一定のカレントが存在することが分かる。
次に、波動関数が x = 0と x = aで連続的になるための条件から

A+A′ = B +B′, (90)

Beρa +B′e−ρa = Ceika, (91)

が得られ、さらに、カレントが x = 0と x = aで連続的になるための条件から

ik(A−A′) = ρ(B −B′), (92)

ρ(Beρa −B′e−ρa) = ikCeika, (93)

が得られる。式 (90)および (92)より

B =
A

2

(
1 + i

k

ρ

)
+
A′

2

(
1− i

k

ρ

)
,

B′ =
A

2

(
1− i

k

ρ

)
+
A′

2

(
1 + i

k

ρ

)
, (94)

となり、これを式 (91)に代入すると

C = A
(
cosh ρa+ i

k

ρ
sinh ρa

)
e−ika +A′

(
cosh ρa− i

k

ρ
sinh ρa

)
e−ika, (95)

となる。最後に求めたB,B′, C の値を式 (93)に代入すると

A
(
sinh ρa+ i

k

ρ
cosh ρa

)
+A′

(
sinh ρa− i

k

ρ
cosh ρa

)
= i

k

ρ
A
(
cosh ρa+ i

k

ρ
sinh ρa

)
+ i

k

ρ
A′
(
cosh ρa− i

k

ρ
sinh ρa

)
, (96)

を得る。この式より

A′

A
=

(
k2

ρ2
+ 1
)
sinh ρa(

k2

ρ2
− 1
)
sinh ρa+ 2ikρ cosh ρa

, (97)
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が求まり、さらに式 (95)に代入することで

C

A
=

2ikρe
−ika(

k2

ρ2
− 1
)
sinh ρa+ 2ikρ cosh ρa

, (98)

が求まる。
よって、入射カレントに対する反射カレントと透過カレントの比はそれぞれ

jr
ji

=

(
k2

ρ2
+ 1
)2

sinh2 ρa(
k2

ρ2
− 1
)2

sinh2 ρa+ 4k2

ρ2
cosh2 ρa

, (99)

jt
ji

=

4k2

ρ2(
k2

ρ2
− 1
)2

sinh2 ρa+ 4k2

ρ2
cosh2 ρa

, (100)

となる。この式により、物質の透過率は 0ではないことが分かる。このように量子力学で
は、物質のエネルギーがポテンシャル障壁より小さい場合でも透過する現象が起こり得る。
このような現象はトンネル効果と呼ばれ、これによって α崩壊の現象 (不安定原子から α

線が放出される現象)を説明することができる。また、エサキダイオードや走査型トンネ
ル顕微鏡などに幅広く応用されている。
最後に、図 8において入射粒子のエネルギーが V0 < Eを満たす場合を考えよう。この
場合は 5.2節の後半において、−V0 → V0と置き換えればよい。従って、この場合も一定
の割合で反射と透過が起きることが分かる。

5.4 結晶中を運動する物質のエネルギー準位 – バンド構造

結晶は原子が規則的に配列されることによって構成されている。ここでは 1次元に等
間隔 aで並んだ結晶中を運動する物質のエネルギー準位について考えよう。ポテンシャル
V (x)は結晶の構造をモデル化して

V (x) =

∞∑
n=−∞

σ0 δ(x− na), (101)

のように与えられるとする。(図 9参照。)

それではまず、定常状態の波動方程式 (58)の一般解を考えよう。素朴には、ポテンシャ
ルが V (x) = V (x− a)のように周期的なので、波動関数も ϕ(x) = ϕ(x− a) のように周期
的になると思われる。しかしながら、波動関数の確率解釈では |ϕ|が周期的になっていれ
ばよいので、少し条件を緩めることができて

ϕ(x) = eiθϕ(x− a), (102)

となる。ただし、θは位相のパラメータである。これはBlochの定理と呼ばれる 7。Bloch

の定理により、定常状態の波動関数は−a ≤ x ≤ aの領域では

ϕ(x) =

Aeipx +A′e−ipx, −a ≤ x ≤ 0,

eiθ
(
Aeip(x−a) +A′e−ip(x−a)

)
, 0 ≤ x ≤ a,

(103)

7ϕ(x)と ϕ(x−a)は同じ波動方程式を満たす。1次元では波動関数に縮退はないので、ϕ(x)と ϕ(x−a)は
定数倍で関係することになる。さらに |ϕ|が周期的であるという条件から Blochの定理 (102)を導出できる。
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図 9: 1次元格子による周期ポテンシャル図

のように表される。
次に接続条件を考える。波動関数が x = 0で連続的であることを要請すると

A+A′ = Aeiθe−ipa +A′eiθeipa, (104)

が得られる。一方で波動関数の微分は x = 0 では不連続になる。実際、波動方程式を
−ϵ ≤ x ≤ ϵの区間で積分し、ϵ→ 0の極限をとると

dϕ

dx
(0+)−

dϕ

dx
(0−) =

2mσ0
ℏ2

ϕ(0), (105)

なる不連続性の式が得られる。この式に波動関数 (103)を代入すると

Aeiθe−ipa −A′eiθeipa −A+A′ = −i2mσ0
ℏ2p

(A+A′), (106)

を得る。
接続条件の式 (104)と (106)をそれぞれA′について解くと

A′ =
−1 + eiθe−ipa

1− eiθeipa
A =

1− eiθe−ipa − i2mσ0ℏ2p

1− eiθeipa + i2mσ0ℏ2p
A, (107)

となるので、Aを消去すると

e2iθ + 1 = 2eiθ
(
cos pa+

mσ0
ℏ2p

sin pa
)
,

⇔ cos θ = cos pa+
mσ0a

ℏ2
sin pa

pa
, (108)

のような関係式を得る。−1 ≤ cos θ ≤ 1なので、上式は paの値についての制限

−1 ≤ cos pa+
mσ0a

ℏ2
sin pa

pa
≤ 1, (109)

を与える。この制限をグラフに表したものが図 10である。この図により、paの値 (つま
りエネルギーEの値)はある領域に限定されることが分かる。このように周期的なポテン
シャル中では、物質のエネルギー準位はバンド構造を持つ。結晶が導体なのか絶縁体なの
かは、このようなエネルギーバンド構造が大きく影響している。
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図 10: バンド構造。横軸は paで、mσ0a
ℏ2 = 5とした。

5.5 演習問題

1. 1次元の量子力学では、定常状態の波動関数は縮退していないことを示せ。(つまり
Ĥϕ1 = Eϕ1、Ĥϕ2 = Eϕ2ならば、ϕ1 = cϕ2を示せ。ただし cは定数である。)

2. ポテンシャルが V (x) = V (−x)のように対称であるとき、定常状態の波動関数は偶
関数か奇関数となることを示せ。

3. 図 11(a)のような無限に深い井戸型ポテンシャルを考える。定常状態の波動関数と
エネルギーを求めよ。ただし、接続条件は波動関数の連続性のみでよい。

4. 図 11(b)のようなデルタ関数型ポテンシャル V (x) = σ0 δ(x)を考える。x = 0で波
動関数の微分が不連続となることを説明せよ。

5. 図 11(c)のような階段型ポテンシャルを考える。0 < E < V0の定常状態の波動関数
を求めよ。

6. カレントを求め、反射率と透過率を求めよ。

7. 次に、V0 < Eの定常状態の波動関数を求めよ。

8. カレントを求め、反射率と透過率を求めよ。

(a) (b) (c)

図 11: ポテンシャル図
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6 調和振動子のポテンシャル中を運動する物質

6.1 調和振動子のポテンシャル中を運動する物質

調和振動子のポテンシャル中を運動する物質を考えよう。ポテンシャルは

V (x) =
1

2
mω2x2, (110)

で与えられる。古典力学では、このポテンシャルの下で質量mの物質は角振動数 ωで単
振動を行い、エネルギーは連続的な値をとる。量子力学では物質は波動性をもち、波動関
数は Shrodingerの波動方程式 (37)に従う。特に定常状態の波動方程式 (58)は

d2ϕ

dx2
+
(2mE

ℏ2
− m2ω2

ℏ2
x2
)
ϕ = 0, (111)

となる。以下では、この微分方程式の解を求めて物質が量子化されたエネルギーの値をと
ることをみよう。
まず、微分方程式 (111)をシンプルな形にするために変数変換

y =
(mω

ℏ

) 1
2
x, (112)

を行う。すると微分方程式 (111)は

d2ϕ

dy2
+
(2E
ℏω

− y2
)
ϕ = 0, (113)

のようになる。今考えているのは物質が調和振動子型のポテンシャル中に束縛されている
状態であり、y → ±∞では波動関数は 0になる必要がある。実際に y → ±∞のときは
ϕ(y) → e−

1
2
y2 のような関数形に近づくと考えられるので、定常状態の波動関数 ϕ(y)を

ϕ(y) = H(y)e−
1
2
y2 , (114)

の形に仮定して微分方程式 (113)に代入してみる。するとH(y)についての微分方程式

d2H

dy2
− 2y

dH

dy
+
(2E
ℏω

− 1
)
H = 0, (115)

を得る。ただし、波動関数が無限遠で 0に収束することが必要なので、H(y)は e
1
2
y2 以上

にはやく無限大に近づいてはいけない。実は、このような性質を満たす解H(y)はHermite

多項式として知られている。概略は以下の囲み説明を参照のこと。Hermite多項式の性質
により、エネルギー準位は

En = ℏω
(
n+

1

2

)
, (116)

のように離散的になり、定常状態の波動関数は

ϕ(x) =
1√

2n
√
πn!

(mω
ℏ

) 1
4
Hn(y)e

− 1
2
y2 , y =

(mω
ℏ

) 1
2
x, (117)
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図 12: 調和振動子の波動関数。n = 0, 1, 2, 3は青、紫、黄土、緑に対応する。

となる。

Hermite多項式� �
係数に変数を含む 2階微分方程式

d2Hn

dy2
− 2y

dHn

dy
+ 2nHn = 0, (118)

は Hermite の微分方程式と呼ばれ、n = 0, 1, 2, · · · のとき多項式で表される解
H0,H1,H2, · · · が存在する。実際、Hn(y) =

∑
i=0 ciy

i として上式に代入すると、
(i+ 2)(i+ 1)ci+2 = −2(n− i)ciなので、nが非負の整数の場合にのみ数列 ciは cnで
止まる。このとき波動関数は無限遠で 0に収束する。具体的な解の表式はロドリゲス
の公式によって

Hn(y) = (−1)ney
2 dn

dyn
(e−y

2
), (119)

のように与えられる。いくつか具体的に書き下すと

H0 = 1, H1 = 2y, H2 = 4y2 − 2, · · · (120)

である。ただし、Hnは規格直交関係∫ ∞

−∞
dyHm(y)Hn(y)e

−y2 = δmn2
n√πn!, (121)

を満たすように定数倍の因子を決めた。� �
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6.2 演習問題

調和振動子のポテンシャル V (x) = 1
2mω

2x2の中を、エネルギー En = ℏω(n+ 1
2)で運

動する物質の Shrodinger方程式の解は ϕ(x) = CnHn(y)e
− 1

2
y2 となる。ただし、Cnは波

動関数の規格化によって決まる定数であり、y = (mω/ℏ)1/2xである。。また、Hermite多
項式Hnは n次の多項式であり、規格直交関係

∫∞
−∞ dyHm(y)Hn(y)e

−y2 = δmn2
n√πn!を

満たす。

1. Hn(y)が Hermiteの微分方程式 d2Hn
dy2

− 2y dHn
dy + 2nHn = 0を満たすことを説明せ

よ。(講義の復習)

2. Hn(y) =
∑∞

a=0 cay
a のように多項式で展開すると、ca+2 = 2(a−n)

(a+2)(a+1)ca となる。

n = 0, 1, 2, · · · でないとすると、数列 caは無限数列になる。このとき、H(y) ∼ ey
2

となることを説明せよ。

3. Cnの値を波動関数の規格化により求めよ。

4. Hermiteの微分方程式を解いて、H0(y)を具体的に求め、エネルギー準位がE0であ
る物質の存在範囲の目安となる (∆x)2 = ⟨x̂2⟩ − ⟨x̂⟩2を求めよ。

5. 同様に、H1(y)を具体的に求め、(∆x)2を求めよ。

6. 同様に、H2(y)を具体的に求め、(∆x)2を求めよ。

7. 同様に、H3(y)を具体的に求め、(∆x)2を求めよ。

8. 以下では、Hn(y) = (−1)ney
2 dn

dyn (e
−y2)となることを示したい。(ロドリゲスの公式

と呼ばれる。) まず、2yHn+1 = 2(n+ 1)Hn +Hn+2が成り立つことを示せ。

9. 上記のHn(y)がHermiteの微分方程式の解であることを説明せよ。

10. m < nのとき、
∫∞
−∞ dyymHn(y)e

−y2 = 0であることを示せ。

11.
∫∞
−∞ dyynHn(y)e

−y2 =
√
πn!であることを示せ。

12. Hermite多項式の規格直交関係を示せ。
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7 古典力学と量子力学の対応について

7.1 解析力学による古典力学の定式化

この節では、解析力学の基礎について簡単に復習をしておく。1次元空間 xを運動する
質量mの粒子を考えよう。ポテンシャルエネルギーが V (x)で与えられるとき、粒子の運
動方程式は

mẍ = −dV
dx

, (122)

のように表される。
解析力学では、運動方程式 (122)を変分原理により導出する。まず、Lagrangian L(x, ẋ)

を

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − V (x), (123)

のように定義し、action S[x]を Lagrangianの時間積分として

S[x] =

∫ t2

t1

dtL(x, ẋ), (124)

のように定義する。変分原理とは、action S[x]が xについて極値を取るという条件が運動
方程式 (122)を与える、という原理である。ここで、xについての変分はx(t)をx(t)+δx(t)

のようにずらす操作を意味するが、δx(t1) = δx(t2) = 0としておく。(図 13参照。) この
ことに注意して変分原理を実行すると

0 = δS[x] =

∫ t2

t1

dt
(∂L
∂x

δx+
∂L

∂ẋ
δẋ
)
=

∫ t2

t1

dt
{∂L
∂x

− d

dt

(∂L
∂ẋ

)}
δx, (125)

であり、これが任意の変分 δxについて成り立つためには

∂L

∂x
− d

dt

(∂L
∂ẋ

)
= 0, (126)

となる必要がある。これはEuler-Lagrange方程式と呼ばれる。この式にLagrangian (123)

を代入すると、確かに運動方程式 (122)が導かれる。

図 13: 変分原理の経路
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上記は (x, ẋ)を独立変数とした Euler-Lagrange形式であるが、次にこれと等価な (x, p)

を独立変数としたHamiltonian形式について解説しよう。まず xの共役運動量 pを

p ≡ ∂L

∂ẋ
, (127)

のように定義する。そして、Hamiltonian H(x, p)を

H(x, p) ≡ pẋ− L(x, ẋ), (128)

のように定義する。Hamiltonianの変分を考えると

δH = δpẋ+ pδẋ− ∂L

∂x
δx− ∂L

∂ẋ
δẋ = δpẋ− ∂L

∂x
δx = δpẋ− ṗδx, (129)

となるので、H は xと pの関数であることが分かる。ただし、式 (126)および (127)を用
いた。これより、運動方程式は

ẋ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂x
, (130)

となる。一般に、xと pに依存する物理量O(x, p)があったとすると、その時間変化は

Ȯ =
∂O

∂x
ẋ+

∂O

∂p
ṗ =

∂O

∂x

∂H

∂p
− ∂H

∂x

∂O

∂p
≡ {O,H}P.B., (131)

のように表される。最後の表式は Poisson括弧と呼ばれる。

7.2 量子力学の Schrodinger表示とHeisenberg表示

Schrodinger表示による量子力学では、波動関数 ψ(t, x)は時間に依存し、演算子 Ôは
時間に依存しない。Schrodingerの波動方程式 (37)を形式的に解くと、波動関数は

ψ(t, x) = e−
i
ℏ Ĥtψ(0, x), (132)

のように表される。これを演算子 Ôの期待値の式に代入すると

⟨O⟩ =
∫ ∞

−∞
dxψ(t, x)∗Ôψ(t, x) =

∫ ∞

−∞
dxψ(0, x)∗e

i
ℏ ĤtÔe−

i
ℏ Ĥtψ(0, x), (133)

となる。
そこで、時間依存性を演算子に押し付けて

ÔH ≡ e
i
ℏ ĤtÔe−

i
ℏ Ĥt, (134)

のように定義してみよう。すると、ÔHの時間微分は

d

dt
ÔH = − i

ℏ
[ÔH, Ĥ], (135)

のように表される。これはHeisenbergの運動方程式と呼ばれる。さらに、波動関数を

ψH(x) ≡ ψ(0, x), (136)
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のように定義すると、演算子 ÔHの期待値は

⟨O⟩ =
∫ ∞

−∞
dxψH(x)

∗ÔH(t)ψH(x), (137)

のようになる。
以上のように、演算子に時間依存性を押し付けた表示を Heisenberg表示と呼ぶ。この
表示では演算子が時間依存しているので、古典力学との対応をつけることが明快になる。
実際、式 (131)と式 (135)を見比べると、古典力学からHeisenberg表示の量子力学へ移行
するには

{O1, O2}P.B. → − i

ℏ
[Ô1, Ô2], (138)

のような置き換えをすればよいことが分かる。特に、座標と運動量については

{x, x}P.B. = 0 → − i

ℏ
[x̂, x̂] = 0,

{x, p}P.B. = 1 → − i

ℏ
[x̂, p̂] = 1, (139)

{p, p}P.B. = 0 → − i

ℏ
[p̂, p̂] = 0,

のようになることが分かる。これらの関係を満たす x̂と p̂は実数では表すことができない。
そこで、HeisenbergとBornは x̂と p̂を行列を使って表した。ただし、行列のサイズは無
限にとる必要がある。このような理由により、Heisenberg表示による量子力学は行列力学
とも呼ばれる。

7.3 演習問題

1. {xn, p2}P.B.および [x̂n, p̂2]を計算せよ。

2. 調和振動子の場合におけるHeisenbergの運動方程式を導出せよ。

3. [x̂, p̂] = iℏ1∞を満たすような、行列 x̂と p̂の組みを一つ見つけよ。
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8 3次元空間におけるSchrodingerの波動方程式

8.1 3次元空間における Schrodingerの波動方程式

3次元空間を運動する物質の Schrodinger方程式を導出しよう。時間は tとし、3次元空
間の位置を xとする。物質には波動性があり、その振動数を νとし、波長を λとすると、
波動関数は

ψ(t,x) ∼ exp
{
2πi
( 1
λ
n · x− νt

)}
, (140)

のように与えられる。この式と式 (15)を組み合わせると

Eψ = iℏ
∂

∂t
ψ, pψ = −iℏ∇ψ, (141)

のような表式が得られる。このように電子の波動性を考慮すると、物理量は波動関数に作
用する微分演算子として表されることになる。特に運動量については

p̂ = −iℏ∇, (142)

である。
質量mの物質が、光速よりも十分に遅い速度でポテンシャル V (x)の中を運動している
とき、エネルギーの保存則により

E =
|p|2

2m
+ V (x), (143)

のようになる。さて、もしミクロの世界でエネルギー保存則が成り立たなければ、マクロ
の世界では到底成り立たないはずである。従って、このような保存則はミクロの世界でも
成立すると考えても構わないだろう。すると、式 (141)と (143)を組み合わせることによ
り、波動関数についての微分方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(t,x) = Ĥψ(t,x), Ĥ = − ℏ2

2m
∇2 + V (x), (144)

を得る。この式は 3次元空間における Schrodinger方程式である。波動関数ψ(t,x)につい
ては 1次元の場合と同様に、「波動関数 ψを∫

d3x|ψ(t,x)|2 = 1, (145)

のように規格化したとき、ρ = |ψ(t,x)|2は電子が位置 xに存在する確率密度を表す」、と
いう Bornの解釈を行う。
次に確率密度 ρの時間変化を考えてみよう。計算すると

∂ρ

∂t
= ψ∗∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ

=
iℏ
2m

{
ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗}

= ∇ ·
{ iℏ
2m

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)}, (146)
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のようになる。そこで

j ≡ − iℏ
2m

(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗), (147)

のように定義すると、式 (146)はカレントの保存則

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0, (148)

を意味する。|ψ|2が電子の確率密度として解釈できるためには、ψとその微分は xについ
て連続的である必要がある。

8.2 演習問題

1. Schrodinger方程式を用いて、 d
dt⟨x⟩ =

1
m⟨p⟩ となることを説明せよ。

2. Schrodinger方程式を用いて、 d
dt⟨p⟩ = −⟨∇V ⟩ となることを説明せよ。(Ehrenfest

の定理)

3. 定常状態の波動方程式を書け。
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9 量子力学における2体問題と軌道角運動量

9.1 量子力学における 2体問題

質量をm1の粒子 1の位置をx1とし、質量m2の粒子 2の位置をx2とする。ポテンシャ
ルは粒子の距離にのみ依存するとすると、この系の古典的なハミルトニアンは

H =
1

2
m1|ẋ1|2 +

1

2
m2|ẋ2|2 + V (|x1 − x2|)

=
1

2
M |Ẋ|2 + 1

2
µ|ẋ|2 + V (|x|), (149)

のように表される。ただし全質量M、重心ベクトルX、換算質量 µおよび相対位置ベク
トル xは

M = m1 +m2, X =
m1x1 +m2x2

m1 +m2
, µ =

m1m2

m1 +m2
, x = x1 − x2, (150)

のように定義される量である。従って、重心 (center of mass)と相対位置の運動は分離す
ることができる。
上で考えた古典力学のハミルトニアンを量子力学に拡張することは簡単で、

Ĥ = − ℏ2

2M
∇2

X − ℏ2

2µ
∇2

x + V (|x|), (151)

のようになる。ここで、∇X は重心座標X に関する gradientであり、∇x は相対座標 x

に関する gradientである。2体のエネルギーがEtotalであるような定常状態の波動関数を
Ψ(X)ψ(x)とすると、Schrodinger方程式は

− ψ
ℏ2

2M
∇2

XΨ−Ψ
ℏ2

2µ
∇2

xψ + V (|x|)Ψψ = EtotalΨψ

⇔ − 1

Ψ

ℏ2

2M
∇2

XΨ− 1

ψ

ℏ2

2µ
∇2

xψ + V (|x|)− Etotal = 0

⇔ − ℏ2

2M
∇2

XΨ = EcmΨ, − ℏ2

2µ
∇2

xψ + V (|x|)ψ = (Etotal − Ecm)ψ, (152)

のように分離される。Ψ(X)に関する方程式は重心運動が自由粒子の Schrodinger方程式に
従うことを意味し、ψ(x)に関する方程式は相対運動がポテンシャルV (|x|)中のSchrodinger

方程式に従うことを表している。
このうち重心の解は簡単に求めることができる。重心の運動量を P とすると、平面波
解は

Ψ(X) = C exp
( i
ℏ
P ·X

)
, Ecm =

|P |2

2M
, (153)

のように表される。1次元の場合に 4.1節で考えたように、平面波解をGauss分布の重み
をかけて重ね合わせると、空間的に局在したような重心の波動解を構成することができる。
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古典力学の場合と同じように、量子力学の 2体問題でも相対運動に関する波動方程式の
解を求めることが重要になる。特に、中心力のような場合には極座標を用いると便利であ
り、相対運動に関する波動方程式は

− ℏ2

2µ

{
∂2r +

2

r
∂r +

1

r2

(
∂2θ +

cos θ

sin θ
∂θ +

1

sin2 θ
∂2ϕ

)}
ψ + V (r)ψ = Eψ, (154)

のように表される。ただし、E = Etotal − Ecmとした。

∇2の極座標表示� �
∇2の極座標表示を考えよう。直交座標 (x, y, z)と極座標 (r, θ, ϕ)の間の座標変換は

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, (155)

なので、偏微分の間の関係は

∂r = sin θ cosϕ∂x + sin θ sinϕ∂y + cos θ ∂z,

∂θ = r cos θ cosϕ∂x + r cos θ sinϕ∂y − r sin θ ∂z, (156)

∂ϕ = −r sin θ sinϕ∂x + r sin θ cosϕ∂y,

となる。これを逆に解くと

∂x = sin θ cosϕ∂r +
1

r
cos θ cosϕ∂θ −

sinϕ

r sin θ
∂ϕ,

∂y = sin θ sinϕ∂r +
1

r
cos θ sinϕ∂θ +

cosϕ

r sin θ
∂ϕ, (157)

∂z = cos θ ∂r −
1

r
sin θ ∂θ,

である。各項を 2乗して足しあげると以下の表式を得る。

∇2 = ∂2r +
2

r
∂r +

1

r2

(
∂2θ +

cos θ

sin θ
∂θ +

1

sin2 θ
∂2ϕ

)
. (158)� �

9.2 量子力学における軌道角運動量

古典力学の中心力による 2体問題では、角運動量の保存則が成り立った。これは量子力
学においても同様であると考えられる。そこでここでは、量子力学における角運動量につ
いて考えよう。実は量子力学では軌道運動による角運動量と、スピンと呼ばれる自由度に
よる角運動量が存在する。とりあえずここで扱うのは軌道角運動量である。
軌道角運動量の演算子は、古典力学のそれを拡張して

L̂ = x̂× p̂ =

ŷp̂z − ẑp̂y

ẑp̂x − x̂p̂z

x̂p̂y − ŷp̂x

 , (159)
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のように定義される。演算子の交換関係を評価すると

[L̂x, L̂y] = iℏL̂z, [L̂y, L̂z] = iℏL̂x, [L̂z, L̂x] = iℏL̂y, (160)

となることが分かる。これは角運動量代数と呼ばれる。
次に、軌道角運動量を極座標で考えよう。直交座標と極座標の微分の関係式は (157)の
ように与えられるので、計算すると

L̂ = −iℏ

− sinϕ∂θ − cos θ cosϕ
sin θ ∂ϕ

cosϕ∂θ − cos θ sinϕ
sin θ ∂ϕ

∂ϕ

 , (161)

となる。そして、角運動量演算子の 2乗を計算すると

L̂2 = −ℏ2
(
∂2θ +

cos θ

sin θ
∂θ +

1

sin2 θ
∂2ϕ

)
, (162)

となる。これは∇2の角度方向の演算子に相当する。そこで、次節でも必要なので L̂2 の
固有関数を求めておこう。解くべき微分方程式は

− ℏ2
(
∂2θ +

cos θ

sin θ
∂θ +

1

sin2 θ
∂2ϕ

)
Y (θ, ϕ) = ℏ2λY (θ, ϕ), (163)

である。さらに、式 (163)は θと ϕの変数分離を実行できるので、Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ)と
おくと

d2

dϕ2
Φ(ϕ) = λϕΦ(ϕ), (164)( d2

dθ2
+

cos θ

sin θ

d

dθ
+

λϕ

sin2 θ

)
Θ(θ) = −λΘ(θ), (165)

となる。結局、変数が完全に分離された 2階線形の微分方程式 (164)と (165)が得られる。
このうち、微分方程式 (164)の解は簡単に求まる。ϕの周期が 2πであることに注意す
ると、

λϕ = −m2, Φ(ϕ) =
1√
2π
eimϕ, m ∈ Z, (166)

のような解になることが分かる。規格化因子は
∫ 2π
0 dϕ |Φ(ϕ)|2 = 1となるように決めた。

次に微分方程式 (165)の解を求めよう。変数変換を z = cos θのように行うと

(1− z2)
d2Θ

dz2
− 2z

dΘ

dz
+
(
λ− m2

1− z2

)
Θ = 0, (167)

のようになる。この微分方程式は Legendreの陪微分方程式と呼ばれるもので、

λ = l(l + 1), l = 0, 1, 2, · · · , m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l, (168)

のときにのみ発散しない解が存在する。従って、Θ(θ)は Legendre陪多項式 Pml によって

Θ(θ) = (−1)
m+|m|

2

√
(2l + 1)(l − |m|)!

2(l + |m|)!
P

|m|
l (cos θ), (169)
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のように表される。規格化因子は
∫ π
0 dθ sin θ |Θ(θ)|2 = 1となるように決めた。

以上をまとめると、角運動量演算子の 2乗の固有関数は 2つの量子数 lとmでラベル
され、

L̂2Yl
m(θ, ϕ) = ℏ2l(l + 1)Yl

m(θ, ϕ), L̂zYl
m(θ, ϕ) = ℏmYlm(θ, ϕ),

Yl
m(θ, ϕ) = (−1)

m+|m|
2

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
P

|m|
l (cos θ)eimϕ, (170)

l = 0, 1, 2, · · · , m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l,

のように表される。Ylm(θ, ϕ)は球面調和関数と呼ばれる。また、lは軌道角運動量量子数、
mは軌道磁気量子数と呼ばれる量子数である。球面調和関数を具体的に書き下すと

Y0
0 =

1√
4π
, Y 0

1 =

√
3

4π
cos θ, Y ±1

1 = ∓
√

3

8π
sin θe±iϕ, (171)

Y2
0 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1), Y2

±1 = ∓
√

15

8π
sin θ cos θe±iϕ, Y2

±2 =

√
15

32π
sin2 θe±2iϕ,

のようになる。

Legendre陪多項式� �
係数に変数を含む 2階微分方程式

(1− z2)
d2Pml
dz2

− 2z
dPml
dz

+
(
l(l + 1)− m2

1− z2

)
Pml = 0, (172)

は Legendreの陪微分方程式と呼ばれ、l = 0, 1, 2, · · ·、m = 0, 1, · · · , lのとき −1 ≤
z ≤ 1 で特異的でない解が存在する。特にm = 0のときは Legendre多項式と呼ばれ、
ロドリゲスの公式によって

Pl(z) =
1

2ll!

dl

dzl
(z2 − 1)l, (173)

のように表される。具体的な解の表式は

P0(z) = 1, P1(z) = z, P2(z) = −1

2
(1− 3z2), · · · (174)

である。Legendreの陪微分方程式の解は、Legendre多項式によって

Pml (z) = (1− z2)
m
2
dmPl
dzm

, (175)

のように表される。Pml は Legendre陪多項式と呼ばれ、規格直交関係∫ 1

−1
dzPml (z)Pml′ (z) = δll′

2(l +m)!

(2l + 1)(l −m)!
, (176)

を満たす。� �
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図 14は、|Ylm(θ, ϕ)|2の角度分布を表した図である。列で比較すると、lの値が増える
にしたがって、こぶの数が増えていくことがわかる。行で比較すると、|m|の値が増える
にしたがって、こぶの数が減ることがわかる。

図 14: |Ylm|2

9.3 演習問題

1. 0 ≤ ϕ ≤ 2πのとき、

Φm(ϕ) =
1√
2π
eimϕ,

の規格直交関係は ∫ 2π

0
dϕ Φ∗

m(ϕ)Φm′(ϕ) = δmm′ ,

となることを示せ。

2. Legendreの微分方程式

d

dz
(1− z2)

d

dz
Pl(z) = −l(l + 1)Pl(z),

を考える。この微分方程式は l = 0, 1, 2, · · · のときにのみ特異的でない解をもつ。
l ̸= 0, 1, 2, · · · のとき、Pl(z) =

∑∞
n=0 cnz

nは z2 = 1で特異的である (発散する)こ
とを示せ。
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3. 以下のように定義される関数 (Legendre多項式)

Pl(z) =
1

2ll!

dl

dzl
(z2 − 1)l, l = 0, 1, 2 · · · ,

は、Legendreの微分方程式を満たすことを示せ。(ロドリゲスの公式)

4. k < lのとき、
∫ 1
−1 dzz

kPl(z) = 0であることを示せ。

5.
∫ 1
−1 dzz

lPl(z) =
2l+1(l!)2

(2l+1)! であることを示せ。

6. Legendre多項式の規格直交関係は∫ 1

−1
dzPl′(z)Pl(z) = δll′

2

2l + 1
,

となることを示せ。

7. 以下のように定義される関数 (Legendre陪多項式)

Pml (z) = (1− z2)
m
2
dmPl
dzm

,

は、Legendreの陪微分方程式

d

dz
(1− z2)

d

dz
Pml (z) = −l(l + 1)Pl(z) +

m2

1− z2
Pml (z),

を満たすことを示せ。ただし、l = 0, 1, 2, · · · ,およびm = 0, 1, · · · , lである。

8. Legendre陪多項式の規格直交関係は∫ 1

−1
dzPml′ (z)P

m
l (z) = δll′

2(l +m)!

(2l + 1)(l −m)!
,

となることを示せ。

9. 球面調和関数は

Ylm(θ, ϕ) = (−1)
m+|m|

2

√
(2l + 1)(l − |m|)!

2(l + |m|)!
P

|m|
l (z)Φm(ϕ),

のように定義される関数である。ただし z = cos θ であり、l = 0, 1, 2, · · · および
m = −l,−l+1, · · · , l− 1, lである。l = 1の場合の関数を書き下せ。またこのとき、
r(θ, ϕ) = |Ylm(θ, ϕ)|2として曲面を図示せよ。(ϕ依存性はなしでよい。)

10. l = 2の場合の関数を書き下せ。またこのとき、r(θ, ϕ) = |Ylm(θ, ϕ)|2として曲面を
図示せよ。(ϕ依存性はなしでよい。)

11. 角運動量演算子の線形結合をとって

L̂± ≡ L̂x ± iL̂y = ±ℏ e±iϕ
(
∂θ ± i

cos θ

sin θ
∂ϕ

)
,

のように定義する。L̂−Y1
1、L̂−Y1

0および L̂−Y1
−1を計算せよ。

12. L̂+Y1
1、L̂+Y1

0および L̂+Y1
−1を計算せよ。
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10 水素型原子

10.1 水素型原子

水素のように正電荷 Zeを帯びた原子核があって、その周囲を電子が運動しているよう
な 2体問題を考えよう。電子と原子核間のポテンシャルは

V (r) = −α
r
, α ≡ Ze2

4πϵ0
, (177)

で与えられる。前節で述べたように、2体問題では重心運動は自由粒子の場合に帰着され
るので、相対運動の Schrodinger方程式を解くことが重要になる。電子の原子核に対する
相対運動について、波動方程式を極座標を使って表すと

− ℏ2

2µ

(
∂2r +

2

r
∂r −

L̂2

ℏ2r2
)
ψ + V (r)ψ = Eψ, (178)

となる。ただし、E = Etotal −Ecmとした。以下ではクーロンポテンシャル中の束縛状態
を扱いたいので、E < 0とする。
微分方程式を見ると、ψ(r, θ, ϕ)は動径方向と角度方向に変数分離することができること
がわかる。角度方向は球面調和関数を用いればよいので、ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Yl

m(θ, ϕ)とお
くことができ、動径方向の波動関数R(r)に対する微分方程式は( d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
R(r) +

{2µ
ℏ2
(
E +

α

r

)
− l(l + 1)

r2

}
R(r) = 0, (179)

のようになる。まず解の漸近的な振る舞いを考えると、r ∼ ∞ の場合、微分方程式は
d2R
dr2

+ 2µE
ℏ2 R = 0のように近似されるので、解は R ∼ exp(−

√
−2µE
ℏ r)のように振る舞う。

また、r ∼ 0の場合、微分方程式は d2R
dr2

+ 2
r
dR
dr − l(l+1)

r2
R = 0のように近似されるので、解

はR ∼ rlのように振る舞う。そこで、

ρ =

√
−8µE

ℏ
r, (E < 0), (180)

のように変数変換をすると、微分方程式 (179)は( d2
dρ2

+
2

ρ

d

dρ

)
R(ρ) +

{
− 1

4
+
α

ℏ

√
−µ
2E

1

ρ
− l(l + 1)

ρ2

}
R(ρ) = 0,

⇔ ρ2
d2R

dρ2
+ 2ρ

dR

dρ
+
{
− 1

4
ρ2 +

α

ℏ

√
−µ
2E

ρ− l(l + 1)
}
R = 0, (181)

のようになる。さらに、

R(ρ) = F (ρ)ρle−
ρ
2 , (182)

とおいて上式に代入すると、F (ρ)についての微分方程式

ρ
d2F

dρ2
+
(
2l + 2− ρ

)dF
dρ

+
(α
ℏ

√
−µ
2E

− l − 1
)
F = 0, (183)

43



が得られる。この微分方程式は Laguerreの陪微分方程式と呼ばれ

α

ℏ

√
−µ
2E

= n, n = 1, 2, 3, · · · , l = 0, 1, · · · , n− 1, (184)

のときにのみ発散しない解をもつ。これはエネルギー準位が

En = −µα
2

2ℏ2
1

n2
= − Z2e4µ

32π2ϵ20ℏ2
1

n2
, (185)

のように量子化されることを意味する。Z = 1、µ = meとしたとき、上式はBohr模型の
式 (8)を再現している。
微分方程式 (183)の解は Laguerre陪多項式と呼ばれる。従って、動径方向の波動関数は

Laguerre陪多項式によって

Rnl(r) =
( 2

na0

) 3
2

√
(n− l − 1)!

2n(n+ l)!
ρle−

ρ
2L2l+1

n−l−1(ρ), (186)

のように表される 8。nは主量子数と呼ばれる量子数であり、規格化因子は
∫∞
0 drr2|R(r)|2 =

1となるように決めた。また、

a0 ≡
ℏ2

µα
, (187)

は Z = 1、µ = meのとき Bohr半径と呼ばれる量である。a0を用いると ρ = 2r
na0
のよう

に表される。動径方向の波動関数をいくつか書き下すと

R10 =
( 1

a0

) 3
2
2e

− r
a0 , R20 =

( 1

2a0

) 3
2
(
2− r

a0

)
e
− r

2a0 ,

R21 =
( 1

2a0

) 3
2 r√

3a0
e
− r

2a0 , (188)

のようになる。
以上により水素原子型の波動方程式の解が求まった。まとめると、水素型原子の波動関
数は

主量子数： n = 1, 2, 3, · · · ,
軌道角運動量量子数： l = 0, 1, · · · , n− 1, (189)

軌道磁気量子数： m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l,

なる 3組の整数によってラベルされ、Legendre陪多項式 Pml および Laguerre陪多項式
L2l+1
n−l−1を用いて

ψ(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Yl
m(θ, ϕ) = Cnlm

( 2r

na0

)l
e
− r

na0L2l+1
n−l−1

( 2r

na0

)
P

|m|
l (cos θ)eimϕ, (190)

Cnlm =
( 2

na0

) 3
2

√
(n− l − 1)!

2n(n+ l)!
(−1)

m+|m|
2

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
,

8教科書によって記法が異なるので注意。ここではmathematicaで使われている定義を採用している。猪
木・川合の教科書の表記をチルダを使って表すと、L̃k

n+k = (−1)k(n+ k)!Lk
n のような関係にある。
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のように表される。ここで Cnlm は波動関数が確率解釈できるように規格化されている。
相対運動に関するエネルギー準位は nにのみ依存し、式 (185)のように量子化される。
軌道角運動量量子数が l = 0, 1, 2, 3, 4, 5 · · · の場合には慣用として、s, p, d, f, g, h,· · ·、
のような記号が割り当てられる。例えば、n = 1の状態は 1sのみ、n = 2の状態は 2sと
2p (3重縮退)であり、n = 3の状態は 3s、3p (3重縮退)および 3d (5重縮退)である。一
般に、式 (185)であるようなエネルギー準位の状態は

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2, (191)

だけ縮退している。このようなエネルギー準位の縮退は Bohr模型では説明できない。実
際の実験では縮退があることが確認されており、Schrodinger方程式はBohr模型よりも物
理現象を詳細に説明できるのである。

Laguerre陪多項式� �
係数に変数を含む 2階微分方程式

ρ
d2Lkh
dρ2

+ (k + 1− ρ)
dLkh
dρ

+ hLkh = 0, (192)

はLaguerreの陪微分方程式と呼ばれ、h = 0, 1, 2, · · · のとき解が存在する。特に k = 0

のときは Laguerre多項式と呼ばれ、Lh(ρ)のように表記する。Lh(ρ)の具体的な表式
はロドリゲスの公式によって

Lh(ρ) =
1

n!
eρ
dh

dρh
(e−ρρh), (193)

のように与えられる。具体的な表式をいくつか書き下すと

L0(ρ) = 1, L1(ρ) = 1− ρ, L2(ρ) =
1

2
(ρ2 − 4ρ+ 2), · · · (194)

である。Laguerreの陪微分方程式の解は、Laguerre多項式によって

Lkh(ρ) = (−1)k
dkLh+k
dρk

, (195)

のように表される。Lkh(ρ)は Laguerre陪多項式と呼ばれ、規格直交関係∫ ∞

0
dρ e−ρρkLkg(ρ)L

k
h(ρ) = δgh

(h+ k)!

h!
, (196)

を満たす。さらに、∫ ∞

0
dρ e−ρρk+1Lkh(ρ)L

k
h(ρ) =

(h+ k)!

h!
(2h+ k + 1), (197)

も満たす。� �
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図 15、16、17は、水素型原子における電子の確率密度 |ψ(r, θ, ϕ)|2をプロットした図で
ある。点の濃淡が、電子の存在確率の濃淡を表す。図では Bohr半径を 1としている。こ
れらの図からわかるように、エネルギー準位が低いほど電子はより狭い領域で分布してい
る。逆に言うと、エネルギー準位が上がると、電子の運動エネルギーは大きくなるので、
広範囲に分布することになる。
1869年にメンデレーエフは、元素の化学的性質を基に周期表を提案した。周期表は物質
についての知の集大成ともいえるものであるが、これは水素型原子の電子の分布によって
分類されていると考えることができる。原子番号Zの原子には、Z個の電子が存在するの
で、エネルギー準位が低い状態から順に埋まっていくと考えられる。そして、一番最後に
埋まった電子の存在確率の分布が、その元素の化学的性質を決定するのである。
ここで、電子には以下の性質があると仮定しよう。

1. 電子にはスピン+とスピン−の内部自由度が存在する。

2. 電子は 1つの状態に 1つしか埋まることができない。(Pauliの排他原理)

例えば 1s状態にはスピン+とスピン−の 2つが埋まることができる。1s状態に電子が 1

つ埋まった元素がHであり、2つ埋まった元素がHeである。周期表を眺めると、おおよそ

1s → 2s → 2p → 3s → 3p → 4s → 3d → 4p → · · · , (198)

の順に電子が埋まっていると考えられる。3dと 4sの順番が逆転しているのは、水素型原
子のエネルギー準位はあくまでも 2体問題の解であって、実際に電子の数が多くなると、
多体問題として扱う必要があるからである。

図 15: n = 1, 2状態の電子の分布

46



図 16: n = 3状態の電子の分布

図 17: n = 4状態の電子の分布
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10.2 演習問題

1. Laguerreの微分方程式

ρ
d2Lh
dρ2

+ (1− ρ)
dLh
dρ

+ hLh = 0,

を考える。この微分方程式は h = 0, 1, 2, · · · のときにのみ特異的でない解をもつ。
h ̸= 0, 1, 2, · · · のとき、Lh(ρ) =

∑∞
a=0 caρ

aは eρのように振る舞うことを示せ。

2. 以下のように定義される関数 (Laguerre多項式)

Lh(ρ) =
eρ

h!

dh

dρh
(e−ρρh) =

h∑
a=0

(−1)a
hCa
a!

ρa,

は、Laguerreの微分方程式を満たすことを示せ。(ロドリゲスの公式)

3. g < hのとき、
∫∞
0 dρ e−ρρgLh(ρ) = 0であることを示せ。

4.
∫∞
0 dρ e−ρρhLh(ρ) = (−1)hh!であることを示せ。

5. Laguerre多項式の規格直交関係は∫ ∞

0
dρ e−ρLg(ρ)Lh(ρ) = δgh,

となることを示せ。

6. Laguerreの陪微分方程式

ρ
d2Lkh
dρ2

+ (k + 1− ρ)
dLkh
dρ

+ hLkh = 0,

を考える。この微分方程式は h = 0, 1, 2, · · · のときにのみ特異的でない解をもつ。
h ̸= 0, 1, 2, · · · のとき、Lkh(ρ) =

∑∞
a=0 caρ

aは eρのように振る舞うことを示せ。

7. 以下のように定義される関数 (Laguerre陪多項式)

Lkh(ρ) =
eρρ−k

h!

dh

dρh
(e−ρρh+k) =

h∑
a=0

(−1)a
h+kCa+k

a!
ρa = (−1)k

dkLh+k
dρk

,

は、Laguerreの陪微分方程式を満たすことを示せ。(ロドリゲスの公式)

8. g < hのとき、
∫∞
0 dρ e−ρρkρgLkh(ρ) = 0であることを示せ。

9.
∫∞
0 dρ e−ρρkρhLkh(ρ) = (−1)h(h+ k)!であることを示せ。

10. Laguerre陪多項式の規格直交関係は∫ ∞

0
dρ e−ρρkLkg(ρ)L

k
h(ρ) = δgh

(h+ k)!

h!
,

となることを示せ。
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11.
∫∞
0 dρ e−ρρk+1ρhLkh(ρ) = (−1)h(h+ k + 1)!(h+ 1)であることを示せ。

12. 以下の積分 ∫ ∞

0
dρ e−ρρk+1Lkh(ρ)L

k
h(ρ) =

(h+ k)!

h!
(2h+ k + 1),

を示せ。

13. 水素型原子の動径方向の波動関数は

Rnl(r) =
( 2

na0

) 3
2

√
(n− l − 1)!

2n(n+ l)!
ρle−

ρ
2L2l+1

n−l−1(ρ),

のように表される。ただし ρ = 2r
na0
であり、n = 0, 1, 2, · · · および l = 0, 1, · · · , n−1

である。n = 2の場合の関数を全て書き下し、図示せよ。

14. n = 3の場合の関数を書き下し図示せよ。

15. 基底状態 n = 1, l = 0の場合における動径方向の期待値 ⟨r⟩を計算せよ。
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11 ブラ・ケットベクトルと演算子による量子力学の定式化

これまでは物質に対する波動方程式を解いて波動関数を求め、物理量の期待値を求めて
きた。その際、主に波動関数は時間と空間の関数として求めたが、フーリエ変換をすると
波動関数は時間と運動量の関数としても求まる。このように、波動関数の表示方法として
は座標表示でも運動量表示でもよいのだが、より一般にそれら以外の表示をとることもで
きる。この節では量子力学の状態空間であるヒルベルト空間と、その状態に作用する演算
子による量子力学の定式化を行う。簡単のため空間は 1次元として説明するが、3次元空
間への拡張は容易にできる。

11.1 ヒルベルト空間とブラ・ケットベクトル

Schrodinger方程式は線形方程式なので、その解空間は線形空間として記述される。こ
の線形空間はヒルベルト空間と呼ばれる空間で、内積が定義されているベクトル空間であ
ると思ってよい 9。ヒルベルト空間の各要素は状態ベクトルと呼ばれ、物理量は状態ベク
トルに演算子として作用する。
ヒルベルト空間の基底としてまず思いつくのは、位置演算子の固有状態である。これを

Diracにならって |x⟩と書くことにすると、

x̂|x⟩ = x|x⟩, (199)

のように表される。さらに、|x⟩に双対な状態を ⟨x|で表し、内積を

⟨x|x′⟩ = δ(x− x′), (200)

のように定義する。ヒルベルト空間の任意の状態ベクトルを |ψ⟩とすると、これは基底ベ
クトルによって展開できるので

|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx |x⟩ψ(t, x), (201)

のように表すことができる。このような状態ベクトルをケットベクトルと呼ぶ。ケットベ
クトルに双対な状態ベクトルはブラベクトルと呼ばれ、

⟨ψ| =
∫ ∞

−∞
dxψ∗(t, x)⟨x|, (202)

のように定義される。ケットベクトルと ⟨x|の内積をとると、

⟨x|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx′ ⟨x|x′⟩ψ(t, x′) = ψ(t, x), (203)

のようになり、前節まででなじみのある座標表示の波動関数が得られる。ブラベクトルと
|x⟩との内積をとると

⟨ψ|x⟩ =
∫ ∞

−∞
dx′ ψ∗(t, x′)⟨x′|x⟩ = ψ∗(t, x), (204)

9正確には状態ベクトル任意の数列がヒルベルト空間の元になるという完備性も必要ではある。
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となる。また、任意の状態について∫ ∞

−∞
dx|x⟩⟨x|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dx|x⟩ψ(t, x) = |ψ⟩, (205)

となるので、 ∫ ∞

−∞
dx|x⟩⟨x| = 1 (206)

となることが分かる。これは完全性の関係と呼ばれる。
以上の話は基底を運動量演算子 p̂の固有状態 |p⟩にしても同様に成り立つ。まとめると

p̂|p⟩ = p|p⟩, ⟨p|p′⟩ = δ(p− p′),

∫ ∞

−∞
dp|p⟩⟨p| = 1,

|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dp |p⟩ψ̃(t, p), ⟨ψ| =

∫ ∞

−∞
dp ψ̃∗(t, p)⟨p|, (207)

である。そして、完全性関係を用いると

ψ(t, x) =

∫ ∞

−∞
dp ⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩ =

∫ ∞

−∞
dp ⟨x|p⟩ψ̃(t, p), (208)

となる。この式と式 (49)を比較すると

⟨x|p⟩ = 1√
2πℏ

e
i
ℏpx, (209)

となることが分かる。
最後に内積についての性質をまとめておこう。ブラベクトル ⟨ϕ|とケットベクトル |ψ⟩
の内積は

⟨ϕ|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx′
∫ ∞

−∞
dxϕ∗(t, x′)⟨x′|x⟩ψ(t, x)

=

∫ ∞

−∞
dxϕ∗(t, x)ψ(t, x)

= ⟨ψ|ϕ⟩∗, (210)

である。ケットベクトルやブラベクトルは和とスカラー倍で閉じており、内積については

⟨ϕ|
(
λ1|ψ1⟩+ λ2|ψ2⟩

)
= λ1⟨ϕ|ψ1⟩+ λ2⟨ϕ|ψ2⟩,(

λ∗1⟨ϕ1|+ λ∗2⟨ϕ2|
)
|ψ⟩ = λ∗1⟨ϕ1|ψ⟩+ λ∗2⟨ϕ2|ψ⟩, (211)

が成り立つ。特に同じ状態の内積は

⟨ψ|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dxψ∗(t, x)ψ(t, x) ≥ 0, (212)

となり、等号が成り立つのは |ψ⟩ = 0のときのみである。
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11.2 演算子と物理量

演算子 Ô(x̂, p̂)が x̂と p̂の関数として与えられているとすると、この演算子はケットベ
クトルに対して

Ô(x̂, p̂)|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx |x⟩O(x,−iℏ∂x)ψ(t, x) (213)

=

∫ ∞

−∞
dp |p⟩O(iℏ∂p, p)ψ̃(t, p), (214)

のように作用する。そして、このケットベクトルの共役であるブラベクトルは

⟨ψ|Ô(x̂, p̂)† =

∫ ∞

−∞
dxO∗(x,−iℏ∂x)ψ∗(t, x)⟨x| (215)

=

∫ ∞

−∞
dpO∗(iℏ∂p, p)ψ̃∗(t, p)⟨p|, (216)

である。Ô†は Ôのエルミート共役と呼ばれる。ブラケットを用いると、Schrodinger方程
式は

iℏ
∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩, Ĥ =

p̂2

2m
+ V (x̂), (217)

のように表される。波動関数による表示にするには、⟨x|と上式の内積をとればよい。
また、状態ベクトルが |ψ⟩であるときの演算子 Ôの期待値は

⟨O⟩ψ = ⟨ψ|Ô|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dxψ∗(t, x)O(x,−iℏ∂x)ψ(t, x), (218)

で与えられる。また、その複素共役は

⟨O⟩∗ψ =

∫ ∞

−∞
dxO∗(x,−iℏ∂x)ψ∗(t, x)ψ(t, x) = ⟨ψ|Ô†|ψ⟩, (219)

となる。ここで、演算子 Ôがある物理量の演算子であるとすると、その期待値は実数であ
る必要がある。従って、物理量の演算子 Ôはエルミート性 Ô† = Ôを満たすエルミート演
算子である。x̂、p̂や Ĥ などはエルミート演算子である。一見、運動量は p̂ = −iℏ∂xのよ
うに表されるのでエルミート演算子でないように考えるかもしれない。しかしながら、運
動量の期待値を計算すると

⟨ψ|p†|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dx (iℏ∂xψ∗(t, x))ψ(t, x)

=

∫ ∞

−∞
dxψ∗(t, x)(−iℏ∂xψ(t, x)) = ⟨ψ|p|ψ⟩, (220)

となるので、p̂はエルミート演算子である。また、演算子 Ô1 と Ô2 の積のエルミート共
役は

(Ô1Ô2)
† = Ô†

2Ô
†
1, (221)
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のようになる。何故ならば

⟨ψ|(Ô1Ô2)
† =

∫ ∞

−∞
dx (O1O2ψ)

∗⟨x|

=

∫ ∞

−∞
dxO∗

1(O2ψ)
∗⟨x|

=
(
⟨ψ|Ô†

2

)
Ô†

1, (222)

のように表されるからである。
最後に、固有状態が同時対角化できる条件について考えよう。演算子 Ô1と Ô2は

[Ô1, Ô2] = 0, (223)

を満たす可換なエルミート演算子とする。そして、固有値がmであるような Ô1の固有状
態が

Ô1|m⟩j = m|m⟩j , j = 1, · · · , n (224)

のように n重に縮退しているとする。すると、

Ô1

(
Ô2|m⟩j

)
= Ô2Ô1|m⟩j = m

(
Ô2|m⟩j

)
, (225)

なので、Ô2|m⟩j も Ô1の固有状態で固有値はmである。従って、Ô2|m⟩j は |m⟩j の線形
結合によって

Ô2|m⟩j =
n∑
i=1

|m⟩iCij , (226)

のようになる。CはCij を成分にもつ n× nのエルミート行列なので、P−1CP = Dのよ
うに対角行列Dによって対角化可能である。そこで、上式に右から P を作用させると

Ô2

(∑
j

|m⟩jP j i
)
=
∑
j,k

|m⟩kP kj(P−1CP )j i = di
(∑

j

|m⟩jP j i
)
, (227)

のようになり、Ô2の固有状態をつくることができる。従って、Ô1と Ô2が可換であると
き同時対角化可能である。逆に、同時対角化が可能な場合には Ô1と Ô2は可換となる。

11.3 Schrodinger表示とHeisenberg表示

Schrodinger方程式 (217)の解は形式的に

|ψ(t)⟩ = e−
i
ℏ Ĥt|ψ(0)⟩, (228)

のように書くことができる。そして、演算子 Ôの期待値は

⟨O⟩ = ⟨ψ(t)|Ô|ψ(t)⟩ = ⟨ψ(0)|e
i
ℏ ĤtÔe−

i
ℏ Ĥt|ψ(0)⟩, (229)
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のように与えられる。この表式より、演算子とケットベクトルを新たに

ÔH(t) = e
i
ℏ ĤtÔe−

i
ℏ Ĥt, |ψ⟩H = |ψ(0)⟩, (230)

のように定義すると、期待値は

⟨O⟩ = H⟨ψ|ÔH(t)|ψ⟩H, (231)

のようになる。状態ベクトルが時間依存する形式を Schrodinger表示と呼び、演算子が時
間依存する形式をHeisenberg表示と呼ぶ。Heisenberg表示における演算子の時間依存性は

d

dt
ÔH = − i

ℏ
[ÔH, Ĥ], (232)

で与えられる。ハミルトニアンはどちらの表示でも同じであることに注意しよう。上式は
古典的な式

d

dt
O = {O,H}P.B. ≡

∂O

∂x

∂H

∂p
− ∂H

∂x

∂O

∂p
, (233)

に対応するものである。

11.4 調和振動子のブラ・ケットによる表示

調和振動子ではエネルギーの固有状態を座標表示で求めた。この節では特に座標表示や
運動量表示をとらずに調和振動子のエネルギー固有状態を考えることにする。
調和振動子の x̂と p̂を用いて新しい演算子を

â =

√
mω

2ℏ
x̂+ i

√
1

2mωℏ
p̂, â†=

√
mω

2ℏ
x̂− i

√
1

2mωℏ
p̂, (234)

のように定義すると、そのハミルトニアンは

Ĥ = ℏω
(
â†â+

1

2

)
, (235)

のように書き直すことができる。âは消滅演算子、â†は生成演算子と呼ばれるもので、交
換関係

[â, â†] = 1, (236)

を満たす。さらに、N̂ = â†âと生成消滅演算子の交換関係は

[N̂ , â] = −â, [N̂ , â†] = â†, (237)

のようになる。
それでは N̂ の固有状態を |n⟩としよう。

N̂ |n⟩ = n|n⟩, (238)
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とすると、|n⟩は

Ĥ|n⟩ = ℏω
(
n+

1

2

)
|n⟩, (239)

なので、エネルギー ℏω
(
n+ 1

2

)
の固有状態である。さらに、式 (237)を用いると

N̂ â|n⟩ = (n− 1)â|n⟩, N̂ â†|n⟩ = (n+ 1)â†|n⟩, (240)

なので、âを作用させると N̂ の固有値は 1下がり、â†を作用させると N̂ の固有値は 1 上
がることが分かる。これが âを消滅演算子、â†を生成演算子と呼ぶ理由である。âを作用
させる度にエネルギーは ℏωだけ下がるので、エネルギーの基底状態に â を作用させると
0になる必要がある。式 (238)を見ると基底状態は |0⟩であり、

â|0⟩ = 0, |n⟩ = 1√
n!
(â†)n|0⟩, n = 0, 1, 2, · · · , (241)

を満たすことが分かる。ただし、基底状態は ⟨0|0⟩ = 1のように規格化されている。
最後に、座標表示の波動関数 ϕn(x) = ⟨x|n⟩を具体的に求めてみよう。生成消滅演算子
は座標表示では

â =
1√
2

(
y +

d

dy

)
, â† =

1√
2

(
y − d

dy

)
= − 1√

2
e

1
2
y2 d

dy
e−

1
2
y2 , (242)

のように表される。ただし、y =
√

mω
ℏ xとした。従って ⟨x|â|0⟩ = 0より、基底状態の波

動関数 ϕ0(x)は微分方程式

1√
2

(
y +

d

dy

)
ϕ0(x) = 0, (243)

を満たす必要がある。これを解くと

ϕ0(x) = C0e
− 1

2
y2 , C0 =

(mω
πℏ

) 1
4
, (244)

のように求まる。ただし、C0は波動関数の規格化条件
∫
dxϕ0(x)

2 = 1によって決めた。
そして、ϕn(x) = 1√

n!
⟨x|(â†)n|0⟩より、n番目の励起状態の波動関数 ϕn(x)は

ϕn(x) =
1√
n!

(
− 1√

2
e

1
2
y2 d

dy
e−

1
2
y2
)n
ϕ0(x)

=
1√
2nn!

C0(−1)ne
1
2
y2 d

n

dyn
e−y

2
, (245)

のように求まる。これはロドリゲスの公式による表式 (117)と一致する。

11.5 球面調和関数のブラ・ケットによる表示

11.5節でみたように、角運動量演算子の固有状態は球面調和関数で与えられる。この節
では角運動量代数 (160)を利用して、状態ベクトルを構成しよう。まず、L̂2と例えば L̂z

は可換であることに注意しよう。実際に計算すると

[L̂2, L̂z] = [L̂2
x, L̂z] + [L̂2

y, L̂z]

= L̂x[L̂x, L̂z] + [L̂x, L̂z]L̂x + L̂y[L̂y, L̂z] + [L̂y, L̂z]L̂y = 0, (246)
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である。同様に [L̂2, L̂x] = [L̂2, L̂y] = 0となることも分かる。以下では、L̂2と L̂z を同時
対角化したケットベクトルを |l,m⟩のように表す。具体的な作用としては

L̂2|l,m⟩ = ℏ2l(l + 1)|l,m⟩, L̂z|l,m⟩ = mℏ|l,m⟩ (247)

となるように定義する。このように定義する理由はこれからの議論で明らかになるだろう。
最初に、昇降演算子と呼ばれる演算子を

L̂± = L̂x ± iL̂y, (248)

のように定義すると、角運動量代数などは

L̂2 =
1

2
(L̂+L̂− + L̂−L̂+) + L̂2

z, [L̂z, L̂±] = ±ℏL̂±, [L̂+, L̂−] = 2ℏL̂z, (249)

となる。2番目の式より、L̂zL̂±|l,m⟩ = (L̂±L̂z ± ℏL̂±)|l,m⟩ = ℏ(m± 1)L̂±|l,m⟩ となる
ことがわかる。従って、L̂+は L̂z の固有値を ℏだけ上げる上昇演算子、L̂−は L̂z の固有
値を ℏだけ下げる下降演算子であり、

L̂+|l,m⟩ = cm+1|l,m+ 1⟩, L̂−|l,m⟩ = dm|l,m− 1⟩, (250)

のように表すことができる。以下では cmと dmは実数であるとする。
ここで、mが取り得る値について考える。まず、L̂+|l,mH⟩ = 0となるような状態を考
えよう。(最高ウェイト状態と呼ばれる。) 式 (250)の 2番目の式および式 (249)の 1番目
の式より

d2mH
= ⟨l,mH|(L̂+L̂− + L̂−L̂+)|l,mH⟩ = 2ℏ2l(l + 1)− 2ℏ2m2

H, (251)

を得ることができ、式 (250)の 2番目の式および式 (249)の 3番目の式より

d2mH
= ⟨l,mH|[L̂+, L̂−]|l,mH⟩ = 2ℏ2mH, (252)

を得る。式 (251)と式 (252)を解くと

mH = l, d2mH
= 2lℏ2, (253)

のようになる。
次に、L̂−|l,mL⟩ = 0となるような状態を考えよう。式 (250)の 1番目の式および式 (249)

の 1番目の式より

c2(mL+1) = ⟨l,mL|(L̂+L̂− + L̂−L̂+)|l,mL⟩ = 2ℏ2l(l + 1)− 2ℏ2m2
L, (254)

を得ることができ、式 (250)の 1番目の式および式 (249)の 3番目の式より

−c2(mL+1) = ⟨l,mL|[L̂+, L̂−]|l,mL⟩ = 2ℏ2mL, (255)

を得る。式 (254)と式 (255)を解くと

mL = −l, c2mL
= 2lℏ2, (256)
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のようになる。mH −mL = 2lは自然数なので、

l = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, · · · , (257)

である必要がある。l = 0, 1, 2, · · ·、m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, lの状態は、座標表示では
球面調和関数 Yl

mに対応する。l = 1
2 ,

3
2 , · · · の状態は水素型原子では対応する状態は表れ

ていないので、今は無視することにする。（軌道角運動量に対応しないこれらの状態には
何か意味があるのだろうか？）
最後に、座標表示の球面調和関数 Y m

l (x) = ⟨x|l,m⟩を具体的に求めてみよう。角運動量
演算子は座標表示では

L̂+ = ℏ eiϕ
(
∂θ + i

cos θ

sin θ
∂ϕ

)
, L̂− = −ℏ e−iϕ

(
∂θ − i

cos θ

sin θ
∂ϕ

)
, L̂z = −iℏ ∂ϕ, (258)

のように表される。従って ⟨x|L̂z|l,−l⟩ = −lℏ⟨x|l,−l⟩および ⟨x|L̂−|l,−l⟩ = 0より、球面
調和関数 Y −l

l (θ, ϕ)は微分方程式

− iℏ ∂ϕY −l
l (θ, ϕ) = −lℏY −l

l (θ, ϕ),

− ℏ e−iϕ
(
∂θ − i

cos θ

sin θ
∂ϕ

)
Y −l
l (θ, ϕ) = −ℏ e−iϕ

(
∂θ − l

cos θ

sin θ

)
Y −l
l (θ, ϕ) = 0, (259)

を満たす必要がある。これを解くと

Y −l
l (θ, ϕ) =

√
(2l + 1)!

4π

1

2ll!
sinl θ e−ilϕ, (260)

のように求まる。ただし、係数は波動関数の規格化条件
∫
dθdϕ sin θ|Y −l

l |2 = 1によって
決めた。そして、

|l,m⟩ = 1

cmcm−1 · · · c−l+1
(L̂+)

l+m|l,−l⟩ =

√
(l −m)!

(l +m)!(2l)!

( L̂+

ℏ

)l+m
|l,−l⟩, (261)

より、0 ≤ mとすると球面調和関数 Y m
l (θ, ϕ)は

Y m
l (θ, ϕ) =

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!

1

2ll!

m−1∏
a=−l

( d
dθ

− a
cos θ

sin θ

)
sinl θ eimϕ

=

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!

1

2ll!

m−1∏
a=−l

(
sina θ

d

dθ
sin−a θ

)
sinl θ eimϕ

=

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!

1

2ll!
sinm θ

( 1

sin θ

d

dθ

)l+m
sin2l θ eimϕ

= (−1)m

√
(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!

1

2ll!
(1− z2)

m
2
dl+m

dzl+m
(z2 − 1)l eimϕ, (262)

のように求まる。積は右から左に aの値が大きくなる順番で、z = cos θとした。これはロ
ドリゲスの公式による表式 (170)と一致する。m < 0の場合ははさらに計算が必要である
が、結局表式 (170)と一致する。
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係数 cmと dmについて� �
係数 cm と dm を実数として値を決定しよう。式 (250)の内積をとって足し合わせる
と、式 (249)の 1番目の式より

c2m+1 + d2m = ⟨l,m|(L̂−L̂+ + L̂+L̂−)l,m⟩ = 2ℏ2
{
l(l + 1)−m2

}
, (263)

を得る。また、式 (250)の内積をとって引くと、式 (249)の 3番目の式より

−c2m+1 + d2m = ⟨l,m|[L̂+, L̂−]|l,m⟩ = 2ℏ2m, (264)

を得る。従って

c2m = d2m = ℏ2(l +m)(l −m+ 1), (265)

となる。ただし、m ≤ −lおよび l + 1 ≤ mのときは 0となる。� �
11.6 演習問題

1. 運動量演算子はエルミート演算子であることを示せ。

2. ポテンシャルは定数であるとする。このとき、ハミルトニアンと運動量演算子は可
換であることを示せ。

3. 角運動量演算子はエルミート演算子であることを示せ。

4. ポテンシャル V (r)は動径方向 rのみの関数であるとする。このとき、ハミルトニア
ンと角運動量演算子は可換であることを示せ。

5. 調和振動子のエネルギー固有状態を |n⟩とする。生成消滅演算子は â† = 1√
2
(y− d

dy )、

â = 1√
2
(y + d

dy )のように表される。ただし y =
√

mω
ℏ xとした。⟨x|â|0⟩ = 0より、

基底状態の波動関数 ϕ0(x) = ⟨x|0⟩を求めよ。

6. さらに、|1⟩ = â†|0⟩より、第 1励起状態の波動関数 ϕ1(x) = ⟨x|1⟩を求めよ。

7. さらに、|n⟩ = 1√
n!
(â†)n|0⟩より、第 n励起状態の波動関数 ϕn(x) = ⟨x|n⟩を求めよ。

(ヒント：â† = 1√
2
(y − d

dy ) = − 1√
2
e

1
2
y2 d
dye

− 1
2
y2。)

8. 軌道角運動量の固有状態を |l,m⟩とする。⟨x|L̂−|0, 0⟩ = 0および ⟨x|L̂z|0, 0⟩ = 0よ
り、球面調和関数 Y 0

0 (x) = ⟨x|0, 0⟩を求めよ。

9. さらに、⟨x|L̂−|1,−1⟩ = 0および ⟨x|L̂z|1,−1⟩ = −ℏ⟨x|1,−1⟩より、球面調和関数
Y −1
1 (x) = ⟨x|1,−1⟩を求めよ。

10. さらに、⟨x|L̂−|l,−l⟩ = 0 および ⟨x|L̂z|l,−l⟩ = −lℏ⟨x|l,−l⟩ より、球面調和関数
Y −l
l (x) = ⟨x|l,−l⟩を求めよ。
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12 量子力学における対称性と保存則

12.1 量子力学における対称性と保存則

物理では対称性がある場合には保存量を構成できる。具体的には時間並進対称性に対し
てはエネルギー保存則、空間並進対称性に対しては運動量保存則が成り立ち、空間回転に
対しては角運動量保存則が成り立つ。この美しい関係はNoetherの定理として数理的に定
式化されている。Noetherの定理はラグランジアンの対称性から保存カレントを導出する
方法を与えており、証明はシンプルであるにも関わらず、その適用範囲は物理学全般 (力
学、電磁気学、量子力学、統計力学、相対論、場の量子論など)に及ぶ。この節では量子
力学に絞って、ラグランジアンを用いずに対称性と保存則についての説明を与える。
まず、3次元空間において波動関数 ψ(t,x)が Schrodingerの波動方程式の解であるとす
る。そして、この系には何らかの対称性があって、対称変換をすると波動関数は

ψ′(t,x) = ψ(t,x) + iθδψ(t,x), (266)

のように変換されるとする。ただし、対称性のパラメータを θとした。この変換は対称性
なので、波動関数 ψ′(t,x)も Schrodingerの波動方程式の解である。従って、δψ(t,x)も
Shorodingerの波動方程式

iℏ
∂

∂t
δψ(t,x) = − ℏ2

2m
∇2δψ(t,x) + V (x)δψ(t,x), (267)

を満たす。ここで、

jt(t,x) ≡ ψ∗δψ, (268)

を定義してその時間微分を考えよう。すると、

∂tj
t = (∂tψ

∗)δψ + ψ∗∂tδψ

=
iℏ
2m

{
− (∇2ψ∗)δψ + ψ∗∇2δψ

}
=

iℏ
2m

∇ ·
{
ψ∗∇δψ − (∇ψ∗)δψ

}
= −∇ · j (269)

のようなカレントの保存則を得る。ただし、

j = − iℏ
2m

{
ψ∗∇δψ − (∇ψ∗)δψ

}
, (270)

とした。これは

Q =

∫
d3x jt(t,x), (271)

が時間に依らない保存量であることを意味する。実際に時間の全微分を作用させると

dQ

dt
=

∫
d3x ∂tj

t(t,x) = −
∫
d3x∇ · j = 0, (272)

となる。このように、対称性に応じて保存量を構成することができる。

59



12.2 大局的な位相変換と電荷の保存則

量子力学では波動関数は大局的な位相変換の不定性がある。つまり、ψ(t,x)がSchrodinger

方程式の解であるならば

ψ′(t,x) = eiθψ(t,x) ∼ ψ(t,x) + iθψ(t,x), (273)

も解である。前節の議論を適用すると、δψ(t,x) = ψ(t,x)なので、

Q =

∫
d3x |ψ(t,x)|2, (274)

は保存量である。これは量子力学の確率解釈を可能とする式であり、もし物質が電荷をも
つのであれば電荷の保存則に対応する。

12.3 時間並進対称性とエネルギー保存則

ポテンシャルエネルギーが時間に陽に依存しないとしよう。すると波動方程式は時間並
進対称性をもつ。時刻 tにおける波動関数 ψ(t,x)は、時刻 t′ = t + ϵにおける波動関数
ψ′(t′,x)に対応するので、

ψ′(t′,x) = ψ(t,x) ⇔ ψ′(t,x) ∼ ψ(t,x)− ϵ∂tψ(t,x), (275)

のようになる。時間並進のパラメータを ϵ→ ℏϵのように再定義すれば、

δψ(t,x) = iℏ∂tψ(t,x), (276)

となる。従って、時間並進対称性があれば

E =

∫
d3xψ(t,x)∗

(
iℏ∂t

)
ψ(t,x), (277)

は保存する。これはエネルギー保存則を表す。

12.4 空間並進対称性と運動量保存則

ポテンシャルエネルギーが空間的に一様であるとしよう。すると波動方程式は空間並進
対称性をもつ。空間 xi (i = 1, 2, 3)における波動関数 ψ(t,x)は、別の空間 x′i = xi− aiに
おける波動関数 ψ′(t,x′)と対応する。aiを微小なパラメータとすると

ψ′(t,x′) = ψ(t,x) ⇔ ψ′(t,x) ∼ ψ(t,x) + ai∂iψ(t,x), (278)

のようになる。ただし、上下で同じ添え字が現れた場合には和をとるものとする。空間並
進のパラメータを ai → ℏaiのように再定義すれば、ai方向の微小変換 δiψは

δiψ(t,x) = −iℏ∂iψ(t,x), (279)

となる。従って、空間並進対称性があれば

Pi =

∫
d3xψ(t,x)∗

(
− iℏ∂i

)
ψ(t,x), (280)

は保存する。これは運動量保存則を表す。
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12.5 回転対称性と角運動量保存則

2次元の空間回転を表す 2× 2行列をRとすると、Rは

R =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
= e−iX , X = θ

(
0 −i
i 0

)
, (281)

のように表すことができる。同様に 3次元の空間回転を表す 3× 3行列をR = e−iX とす
ると、Rは 13 = RTR = 13 − i(XT +X) + · · · を満たすので、XT = −X となってX は
反対称行列となる必要がある。X を

X = θiXi = θ1X1 + θ2X2 + θ3X3, (282)

X1 =

0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , X2 =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 , X3 =

0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , (283)

のように展開すると、回転行列の積はXiの間の交換関係が分かれば計算可能となる。何
故ならば、一般に Baker-Campbell-Hausdorffの公式

e−iXe−iY = e−i(X+Y )− 1
2
[X,Y ]+···, (284)

が成り立ち、右辺の省略した部分は交換関係を使って書き表されるからである。Xiの交
換関係は

[Xi, Xj ] = iϵijkX
k, (285)

のように計算され、回転行列の積はこの関係式 (Lie代数)で特徴づけられる。ここで ϵijk

は添え字の入れ替えについて完全反対称となるテンソルである 10。空間回転の交換関係は
角運動量演算子が満たす代数 (160)と同じになっている。
ここまでの議論により (Xi)jk = −iϵijkなので、微小なパラメータ θiによる空間回転は

x′i = Rijx
j ∼ xi − ϵijkθ

kxj , (286)

のように表される。ここで、ポテンシャルエネルギーが空間回転で不変であるとすると、
波動関数は空間回転対称性をもつ。そして、空間 xi (i = 1, 2, 3)における波動関数 ψ(t,x)

は、回転された空間 x′iにおける波動関数 ψ′(t,x′)と対応する。すなわち

ψ′(t,x′) = ψ(t,x) ⇔ ψ′(t,x′) ∼ ψ(t,x) + ϵijkθ
kxj∂iψ(t,x), (287)

となり、空間回転のパラメータを θk → −ℏθkのように再定義すれば、θk方向の微小変換
δkψ(t,x)は

δkψ(t,x) = −iℏϵkijxi∂jψ(t,x), (288)

となる。従って、回転対称性があれば

Li =

∫
d3xψ(t,x)∗

(
− iℏϵijkxj∂k

)
ψ(t,x), (289)

は保存する。これは軌道角運動量の保存則を表す。
10具体的には、ϵ123 = ϵ231 = ϵ312 = −ϵ132 = −ϵ321 = −ϵ213 = 1で、その他は 0である。

61



12.6 演習問題

1. ポテンシャルが時間に陽に依存しないとき、時間並進に対する微小変化 δψは波動方
程式を満たすことを示せ。

2. ポテンシャルが空間に依存しないとき、空間並進に対する微小変化 δψは波動方程式
を満たすことを示せ。

3. ポテンシャルが距離にのみ依存するとき、空間回転に対する微小変化 δψは波動方程
式を満たすことを示せ。

4. Baker-Campbell-Hausdorffの公式 eXeY = eX+Y+[X,Y ]+···について、[X,Y ]の次の
項がどうなるかを求めよ。
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13 軌道角運動量と正常ゼーマン効果

電磁気学の礎を築いた Faradayは、晩年、磁場がスペクトラムの分布に影響を与えると
考えて実験を行った。残念ながら Faradayは明確な結果を得ることができなかったが、そ
の考えは後に Zeemanによって検証される。Zeemanはナトリウム金属のスペクトル線が、
磁場の影響で 1本から 3本に分裂することを確認したのである。この実験結果が電子の発
見につながったことを考えると、ゼーマン効果の発見はミクロの世界へ人類が踏み込んだ
第一歩といっても過言ではない。では、ゼーマン効果は量子力学ではどのように理解でき
るのだろうか？

13.1 ゲージ原理

波動関数は大局的な位相変換の対称性をもつ。つまり、ψ(t,x)が波動方程式の解であれ
ば、ψ′(t,x) = eiθψ(t,x)と変換したとしても eiθは微分をすり抜けるので

iℏ∂tψ′ +
ℏ2

2m
∇2ψ′ − V (x)ψ′ = eiθ

(
iℏ∂tψ +

ℏ2

2m
∇2ψ − V (x)ψ

)
= 0, (290)

のようになり、ψ′(t,x)も波動方程式を満たす。
ではこの対称性は局所的に拡張できるだろうか？つまり、波動関数を

ψ′(t,x) = eiθ(t,x)ψ(t,x), (291)

のように変換したときに、ψ′(t,x)は Shrodinger方程式の解になるだろうか？これは単な
る数理的な問いかけのように思うかもしれないが、これが素粒子物理の根幹である「ゲー
ジ原理」と呼ばれる考え方である。つまり、ゲージ原理とは大域的な対称性を局所的な対
称性に拡張するべしという原理である。このゲージ原理を満たすように理論を修正するこ
とで、電磁場と相互作用する波動方程式を手に入れることができる 11。
まず、以下では時間方向と空間方向をまとめて

xµ = (ct, xi), ∂µ = (c−1∂t, ∂i), µ = 0, 1, 2, 3, (292)

のように記述しよう。ここで次元を合わせるために、時間方向には光速 cをかけた。ここ
で、式 (291)の微分を考えると

∂µψ
′(x) = eiθ(x)∂µψ(x) + i(∂µθ)e

iθ(x)ψ(x), (293)

のようになるので、明らかに 2項目が余分な項である。そこで、微分を

Dµ = ∂µ − i
e

ℏ
Aµ(x), (294)

のように拡張する。これは共変微分と呼ばれ、Aµ(x)はゲージ場と呼ばれる。ゲージ場の
SI単位は [V· s/m]である。式 (293)の 2項目が余分なので、これを打ち消すためにゲージ
場の変換を

A′
µ(x) = Aµ(x) +

ℏ
e
∂µθ(x), (295)

11ゲージ原理は場の量子論の指導原理であり、場の量子論は実験と極めて高い精度で一致する。少なくとも
現時点ではゲージ原理は我々の世界の真理の 1つに数えてよい。
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のように選ぶ。すると、波動関数の共変微分は

Dµψ
′(x) = eiθ(x)Dµψ(x), (296)

のように変換する。これにより、Schrodinger方程式の微分を共変微分に置き換えた波動
方程式

iℏcD0ψ(x) = − ℏ2

2m
DiD

iψ(x) + V (x)ψ(x), (297)

は、局所的な位相変換の対称性をもつ。この対称性のことをU(1)ゲージ対称性と呼ぶ。こ
の式より、ハミルトニアンは

Ĥ = − ℏ2

2m

(
∂i − i

e

ℏ
Ai

)(
∂i − i

e

ℏ
Ai
)
+ V (x)− ecA0, (298)

のように変更される。
では、ゲージ場Aµ(x)は一体何なのだろうか？実は、Aµ(x)の時間成分は電磁気学の電
位ポテンシャル ϕ(x)に対応し、空間成分はベクトルポテンシャルAi(x)に対応している。
より正確には

Aµ(x) = (c−1ϕ(x), Ai(x)), (299)

である。そして、ゲージ場の強さは

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (300)

のように定義され、電場と磁場は

Ei = cFi0, Bi =
1

2
ϵijkFjk, (301)

のように表される。

13.2 正常ゼーマン効果

原子核によるクーロンポテンシャル中を運動する換算質量 µ ∼ meの電子に対して、一
様磁場をかけてみよう。z軸方向を向いた大きさBの一様磁場は、ゲージ場を

Aµ(x) =
(
0, −yB

2
,
xB

2
, 0
)
, (302)

のように選べばよい。これを式 (298)に代入して計算すると

Ĥ = − ℏ2

2me

{(
∂x + i

eBy

2ℏ

)2
+
(
∂y − i

eBx

2ℏ

)2
+ ∂2z

}
+ V (x)

= − ℏ2

2me

{
∇2 − i

eB

ℏ
(
x∂y − y∂x

)
− e2B2(x2 + y2)

4ℏ2
}
+ V (x)

= − ℏ2

2me
∇2 + V (x)−B

eL̂z
2me

+
e2B2(x2 + y2)

8me
, (303)
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を得る。磁場の大きさBが小さい場合には最後の項は無視できて、

Ĥ = − ℏ2

2me
∇2 + V (x)−Bµ̂z, µ̂z =

eℏ
2me

L̂z
ℏ
, (304)

のように近似される。µ̂z はベクトル演算子 µ̂の z 成分で、µ̂を磁気モーメントと呼ぶ。
従って、より一般に、磁場が小さい場合のハミルトニアンは

Ĥ = − ℏ2

2me
∇2 + V (x)−B · µ̂, µ̂ =

eℏ
2me

L̂

ℏ
, (305)

のように表される。µB = eℏ/2meはボーア磁子と呼ばれる磁気モーメントの単位である 12。
さて、ハミルトニアン (304)の固有状態である波動関数は、水素型原子のときに求めた
式 (190) で与えられる。ただし、エネルギーに関しては磁場の影響を受けて

E = En −
eℏB
2me

m, m = −l,−l + 1, · · · , l − 1, l, (306)

のように分裂する。もし磁場がなければ、主量子数 n、軌道角運動量量子数 l の状態は
(2l + 1)重に縮退しているが、磁場がかかることによってエネルギーの縮退が解かれるの
である。Faradayが着想し Zeemanが発見した、磁場によるナトリウムD線のスペクトル
線の分裂は、量子力学によって見事に説明がつくのである。

13.3 演習問題

1. 古典力学において、電磁場中を運動する質量m、電荷 qの粒子のラグランジアンは

L =
m

2
|ẋ|2 − V (t,x),

V (t,x) = qAµ
dxµ

dt
=
q

c
ϕ(t,x) + qA(t,x) · dx

dt
,

で与えられる。変分原理を適用して、荷電粒子にはたらく力を求めよ。ヒント: dAi
dt =

∂Ai
∂t + dxj

dt ∂jAi であることに注意せよ。

2. 上式のラグランジアンよりハミルトニアンを求めよ。また、p̂ = −iℏ∇とおいて、波
動方程式を導出せよ。

3. ベクトルポテンシャルがA = (0, Bx, 0)のように表されるとき、磁場はB = (0, 0, B)

のようになることを説明せよ。(ランダウゲージ)

4. z軸方向に一様な磁場がかかっているとき、(x, y)平面内を運動する荷電粒子の運動
を考える。ハミルトニアンを書き下せ。

5. 上で求めたハミルトニアンのエネルギー準位を求めよ。

6. ベクトルポテンシャルがA = 1
2x×Bのように表されるとき、ハミルトニアンを書

き下せ。ただし、Bは定数の磁場ベクトルである。

7. 正常ゼーマン効果とは何か説明せよ。

12猪木・川合の教科書ではガウス単位系が採用されているので、比較の際には注意が必要である。

65



14 スピン角運動量

14.1 Stern-Gerlachの実験

正常ゼーマン効果は、磁場中の Schirodinger方程式によって説明することができた。と
ころが、他の原子のスペクトル線の分裂を調べると、分裂の幅が必ずしも等間隔にはなら
ないことが発見された。これは異常ゼーマン効果と呼ばれるもので、軌道角運動量による
磁気モーメントだけでは説明がつかない。さらに決定的なのは、1922年に行われた Stern

と Gerlachによる実験結果である。彼らは銀原子を非一様な磁場中を通過させて、スク
リーン上で観測した。(図 18参照。)

銀原子は原子番号 47なので、原子核と 47個の電子からなる。46個の電子は 1s ∼ 4d

の内殻全てに詰まっており、これらの電子の全軌道角運動量は 0である。最外殻の電子は
5s軌道にあるので、やはり全軌道角運動量は 0である。従って、軌道角運動量による磁気
モーメント µ̂は 0なので、非一様な磁場中を銀原子が通り抜けたとしても、磁場による影
響はないと期待される。
ところが、実際に観測されたのは、銀原子がスクリーン上の 2つの点を中心に分布する
ものであった。これは、銀原子には磁場が影響し、かつその影響の仕方は 2通りであるこ
とを意味する。式 (306)をもとに考えると、m = −1

2 ,+
1
2 の 2つの状態が存在することが

予想できる。つまり、銀原子は軌道角運動量以外の自由度によって生じる磁気モーメント
をもつのである。

図 18: Stern-Gerlach の実験 (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:

SternGerlach2.jpgより転載)

14.2 スピン角運動量

軌道角運動量以外の量子数とは何なのだろうか？ここで思い出して欲しいのは、角運動
量代数 (160)の表現である。あらたに角運動量演算子を Ĵ iとすると、代数の交換関係は

[Ĵ i, Ĵ j ] = iℏϵijkĴk, i, j, k = x, y, z, (307)
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であり、11.5節の議論を繰り返すと

Ĵ2|j, jz⟩ = ℏ2j(j + 1)|j, jz⟩, Ĵz|j, jz⟩ = jzℏ|j, jz⟩,

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, · · · , jz = −j, −j + 1, · · · , j − 1, j, (308)

のような状態を構成することができる。jの値に応じて (2j+1)個の状態が存在する。従っ
て角運動量が jの状態を (2j + 1)次元表現と呼ぶ。jの値が整数値の場合には軌道角運動
量を対応させることができた。Stern-Gerlachの実験を説明するためには新たな自由度が
必要だが、それを j = 1

2 の状態、つまり 2次元表現によって実現することを以下で考える。
このように角運動量の大きさが ℏ

2 となるような量子数をスピン量子数と呼ぶ。
まず、角運動量代数と本質的に同じ Lie代数 (285)を考えよう。既にみたように 3× 3行
列 (283)は 1つの実現例であり、3次元表現と呼ばれる。もう一度明記しておくと

3次元表現: R = e−iθ
iXi , (Xi)

j
k = −iϵijk, (309)

である。次に Pauliによって導入されたパウリ行列

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (310)

を考えると、 [σi
2
,
σj
2

]
= iϵijk

σk

2
, (311)

なので、σi
2 はXiと同じ交換関係を満たすことが分かる。パウリ行列は 2× 2行列なので、

2次元表現と呼ばれる。すなわち

2次元表現: Σ = e−iθ
i σi

2 , σi : パウリ行列, (312)

である。実は 2次元表現と 3次元表現には次のような関係がある。

Σ−1σiΣ = Rijσ
j . (313)

この関係式の証明を与える。まずM i(t) ≡ Σ−tσiΣtと置いて、tで微分すると

dM i(t)

dt
= Σ−t i

2
θk[σ

k, σi]Σt = −θkϵkijM j(t) = (−iθkXk)
i
jM

j(t), (314)

となる。よって解はM i(t) = (e−itθ
kXk)ijM

j(0) = (Rt)ijσ
j となり、t = 1とすれば式

(313)が得られる。
3次元表現によって回転変換を受けるベクトルを 3成分で表すように、2次元表現によっ
て回転変換を受ける波動関数は 2成分で表される。2成分の波動関数をψα(x)(α = 1, 2)と
書くと、ψα(x)の回転変換は

x′i = Rijx
j , ψ′α(x′) = Σαβψ

β(x), (315)
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のように与えられる。これより例えば ψ†σiψ はベクトルとして変換し、ψ†σi∂iψ はスカ
ラーとして変換することが分かる。
スピンを含む場合の回転対称性と角運動量保存について考察しよう。ここで、ポテンシャ
ルエネルギーが空間回転で不変であるとすると、波動関数は空間回転対称性をもつ。微小
な空間回転は x′i = Rijx

j ∼ xi − ϵijkθ
kxj であり、2成分波動関数 ψαの微小変換は

ψ′α(x′) ∼ ψ′α(x)− ϵijkθ
kxj∂iψ

α(x) (316)

= Σαβψ
β(x) ∼ ψα(x)− i

2
θk(σk)

α
βψ

β(x),

なので、空間回転のパラメータを θk → −ℏθk のように再定義すれば、波動関数の微小変
換は

δkψ
α(x) = −iℏϵkijxi∂jψα(x) +

ℏ
2
(σk)

α
βψ

β(x), (317)

となる。従って、回転対称性があれば全角運動量

Ji = Li + Si, (318)

は保存する。ただし、軌道角運動量 Liおよびスピン角運動量 Siは

Li =

∫
d3xψα(x)

∗(− iℏϵijkxj∂k
)
ψα(x),

Si =

∫
d3xψα(x)

∗ℏ
2
(σi)

α
βψ

β(x), (319)

のように表される。α, βは和をとっている。
2成分波動関数を

ψα(x) =

(
ψ+(x)

ψ−(x)

)
, (320)

のように表すことにする。波動関数が ψ+(x)のみ 0でないときスピン角運動量は

S =

 0

0

+ℏ
2

 , (321)

であり、波動関数が ψ−(x)のみ 0でないときスピン角運動量は

S =

 0

0

−ℏ
2

 , (322)

となる。
このようにスピン角運動量を導入したので、弱磁場中のハミルトニアン (305)に現れる
磁気モーメントは

µ̂ =
eℏ
2me

(L̂
ℏ
+ ge

Ŝ

ℏ

)
, (323)
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のように修正される。geは電子の g因子と呼ばれる無次元量で、この値は電子がどの程度
の大きさの磁石なのかを計る量である。geの値は量子力学では理論的に決めることができ
ないが、実験では ge ∼ 2となることがわかる。相対論的な量子力学である Dirac理論で
は、ge = 2となる。Stern-Gerlachの実験では、銀原子は軌道角運動量は 0だけれどもス
ピン角運動量は±ℏ

2 をとるので、スピンと磁場の相互作用によって銀原子の位置が 2か所
に分かれたのである。

14.3 演習問題

スピン演算子を Ŝi = ℏ
2σ

i (i = 1, 2, 3)のように表す。ただし、σiはパウリ行列である。

1. スピン演算子は角運動量代数を満たすことを示せ。また、スピン演算子の大きさの
2乗 Ŝ2を求めよ。

2. Ŝ3の±ℏ
2に対応する固有状態を |±⟩と表す。|±⟩を求めよ。

3. Ŝ± = Ŝ1 ± iŜ2としたとき、Ŝ+|+⟩および Ŝ+|−⟩を求めよ。

4. Ŝ−|+⟩および Ŝ−|−⟩を求めよ。

5. Stern-Gerlachの実験について考える。z方向に不均一に磁場がかかっている系のハ
ミルトニアンとして、Ĥ = p̂2

2m − kz Ŝz
ℏ が与えられたとする。ただし、k = geµBB

は定数である。2成分の波動関数を ψ = (ψ+, ψ−)として、Ehrenfestの定理を書き
下せ。

6. 上で求めた Ehrenfestの定理を解いて、電子の軌道を求めよ。ただし、電子は x軸
に沿って負の方向から入射するとし、上記の磁場は 0 ≤ x ≤ Lの区間にのみかかっ
ているとする。
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A 物理定数について

SI単位系における物理定数の値を挙げる。

真空中の光速 c = 299792458 m s−1

プランク定数 h = 6.62606957(29)× 10−34 J s

電子の電荷の大きさ e = 1.602176565(35)× 10−19 C

よく使う組合せ ℏc = 197.3269718(44) MeV fm

電子の質量 me = 0.510998928(11) MeV/c2 = 9.10938291(40)× 10−31 kg

陽子の質量 mp = 938.272046(21) MeV/c2 = 1.672621777(74)× 10−27 kg

ボーア半径 a0 = 4πϵ0ℏ2/(mee
2) = 0.52917721092(17)× 10−10 m

ボルツマン定数 k = 1.3806488(13)× 10−23 J K−1 = 8.6173324(78)× 10−5 eV K−1

ボーア磁子 µB = eℏ/(2me) = 5.7883818012(26)× 10−11 MeV/T

値は 2015年 4月の http://pdg.lbl.gov/より抜粋した。

B Blochの定理

1次元空間において周期ポテンシャル中を運動する物質を考える。V (x) = V (x− a)と
し、ϕ(x)を定常状態の波動方程式の解とすると

1

ϕ(x)

d2

dx2
ϕ(x) = −2m

ℏ2
(E − V (x))

= −2m

ℏ2
(E − V (x− a))

=
1

ϕ(x− a)

d2

dx2
ϕ(x− a), (324)

となる。この式より

0 =
d

dx

{
ϕ(x− a)

dϕ(x)

dx
− ϕ(x)

dϕ(x− a)

dx

}
, (325)

が成り立つので、積分すると

C = ϕ(x− a)
dϕ(x)

dx
− ϕ(x)

dϕ(x− a)

dx

= ϕ(x)
dϕ(x+ a)

dx
− ϕ(x+ a)

dϕ(x)

dx
, (326)

を得る。さらに、この等式をまとめると

1

ϕ(x+ a) + ϕ(x− a)

d(ϕ(x+ a) + ϕ(x− a))

dx
=

1

ϕ(x)

dϕ(x)

dx
, (327)
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となるので、積分すると

ϕ(x+ a) + ϕ(x− a) = Dϕ(x)

⇔ ϕ(x+ a)− λ−ϕ(x) = λ+
(
ϕ(x)− λ−ϕ(x− a)

)
, λ± ≡ D ±

√
D2 − 4

2
,

⇔ φ(x) = λ+φ(x− a), φ(x) ≡ ϕ(x+ a)− λ−ϕ(x), (328)

を得る。Dは積分定数で、新たに定義したφ(x)は波動方程式の解である。ここで、φ(x) =
λn+φ(x − na)なので、波動関数が発散しないためには |λ+| = 1である必要がある。従っ
て、λ+ = eiθとおくことができ、Blochの定理

φ(x) = eiθφ(x− a), (329)

が示されたことになる。

C 一般相対論による∇2の極座標表示

∇2の極座標表示その 2� �
3次元極座標における微小距離の 2乗 (計量)は

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2, (330)

与えられるので、これより計量テンソル gij は 3× 3行列で

gij =

1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ

 , gij =

1 0 0

0 1
r2

0

0 0 1
r2 sin2 θ

 , (331)

のようになる。ただし、i, j = r, θ, ϕであり、gij は gij の逆行列である。計量テンソ
ルの行列式を gと表すと、

√
g = r2 sin θであり、これは体積要素と一致する。一般相

対性理論によると一般の座標系で以下の表式

∇2 =
1
√
g
∂i(

√
ggij∂j), (332)

が成り立つ。導出にはリーマン幾何の知識が必要なので、とりあえずこれは公式とし
て覚えるとよい。極座標の場合は以下のように表される。

∇2 =
1

r2 sin θ

{
∂r(r

2 sin θ∂r) + ∂θ(sin θ∂θ) + ∂ϕ

( 1

sin θ
∂ϕ

)}
= ∂2r +

2

r
∂r +

1

r2
∂2θ +

cos θ

r2 sin θ
∂θ +

1

r2 sin2 θ
∂2ϕ. (333)� �
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D Hermite多項式

Hermiteの微分方程式は

d2Hn

dy2
− 2y

dHn

dy
+ 2nHn = 0, (334)

で与えられる。ここで、Hn(y) =
∑∞

a=0 cay
aとおいて上式に代入すると、

0 =
∞∑
a=2

a(a− 1)cay
a−2 − 2

∞∑
a=1

acay
a + 2n

∞∑
a=0

cay
a

=
∞∑
a=0

{
(a+ 1)(a+ 2)ca+2 + 2(n− a)ca

}
ya, (335)

なので、一般に

ca+2 = − 2(n− a)

(a+ 1)(a+ 2)
ca, (336)

のようになる。もし n ̸= 0, 1, 2, · · · であれば、数列は無限に続き、aが十分大きいときに
は ca+2 ∼ 2

acaとなる。これは、Hn ∼ ey
2
のように振る舞うことを表すので、束縛状態の

波動関数としては不適切である。
以下では、n = 0, 1, 2, · · · とする。このとき、Hermiteの微分方程式の解はHermite多
項式と呼ばれ、ロドリゲスの公式によって

Hn(y) = (−1)ney
2 dn

dyn
(e−y

2
), (337)

のように表される。解であることを証明するには、関係式

2yHn+1 = 2(n+ 1)Hn +Hn+2,

dHn

dy
= 2yHn −Hn+1, (338)

を示して使えばよい。
Hermite多項式の直交関係は、∫ ∞

−∞
dye−y

2
ymHn(y) = 0, (m < n),∫ ∞

−∞
dye−y

2
ynHn(y) =

√
πn!, (339)

によって ∫ ∞

−∞
dyHm(y)Hn(y)e

−y2 = δmn2
n√πn!, (340)

のようになる。
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E Legendre多項式

E.1 Legendre多項式

Legendreの微分方程式は

(1− z2)
d2Pl
dz2

− 2z
dPl
dz

+ l(l + 1)Pl = 0, (341)

で与えられる。ここで、Pl(z) =
∑∞

a=0 caz
aとおいて上式に代入すると、

0 =
∞∑
a=0

a(a− 1)ca(z
a−2 − za)− 2

∞∑
a=0

acaz
a + l(l + 1)

∞∑
a=0

caz
a

=

∞∑
a=0

{
(a+ 1)(a+ 2)ca+2 + (l − a)(l + a+ 1)ca

}
za, (342)

なので、一般に

ca+2 = −(l − a)(l + a+ 1)

(a+ 1)(a+ 2)
ca, (343)

のようになる。もし l ̸= 0, 1, 2, · · · であれば、数列は無限に続き、aが十分大きいときに
は ca+2 ∼ caとなる。これは、Pl ∼ 1

1−z2 のように振る舞うことを表すので、束縛状態の
波動関数としては不適切である。
以下では、l = 0, 1, 2, · · · とする。このとき、Legendreの微分方程式の解は Legendre多
項式と呼ばれ、ロドリゲスの公式によって

Pl(z) =
1

2ll!

dl

dzl
(z2 − 1)l, l = 0, 1, 2 · · · , (344)

のように表される。これを証明するには、例えば以下の関係式

−2z
dl+1

dzl+1
= −2

dl+1

dzl+1
z + 2(l + 1)

dl

dzl
,

−(z2 − 1)
dl+2

dzl+2
= −(z + 1)

dl+2

dzl+2
(z − 1) + (l + 2)(z + 1)

dl+1

dzl+1
(345)

= − dl+2

dzl+2
(z2 − 1) + 2(l + 2)

dl+1

dzl+1
z − (l + 1)(l + 2)

dl

dzl
,

を用いればよい。
Legendre多項式が Pl(z) =

(2l)!
2l(l!)2

zl + · · · のように展開されることと、以下の積分∫ 1

−1
dzzkPl(z) = 0, (k < l),∫ 1

−1
dzzlPl(z) =

1

2l

∫ 1

−1
dz(1− z2)l =

2l+1(l!)2

(2l + 1)!
, (346)

を使うと、Legendre多項式の直交関係は∫ 1

−1
dzPl′(z)Pl(z) = δll′

2

2l + 1
, (347)

のようになる。
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E.2 Legendre陪多項式

Legendreの陪微分方程式は

(1− z2)
d2Pml
dz2

− 2z
dPml
dz

+
(
l(l + 1)− m2

1− z2

)
Pml = 0, (348)

で与えられる。
Legendreの陪微分方程式の解はLegendre陪多項式と呼ばれ、ロドリゲスの公式によって

Pml (z) = (1− z2)
m
2
dmPl
dzm

, (349)

のように表される。実際にロドリゲスの公式を Legendreの陪微分方程式の左辺に代入し
て、式 (345)を使って整理すると

d

dz
(1− z2)

dPml
dz

+
(
l(l + 1)− m2

1− z2

)
Pml

=
d

dz

{
−mz(1− z2)

m
2
dmPl
dzm

+ (1− z2)
m
2
+1d

m+1Pl
dzm+1

}
+
(
l(l + 1)− m2

1− z2

)
(1− z2)

m
2
dmPl
dzm

= (1− z2)
m
2

{
−m

dmPl
dzm

+m2 z2

1− z2
dmPl
dzm

− 2(m+ 1)z
dm+1Pl
dzm+1

+ (1− z2)
dm+2Pl
dzm+2

+
(
l(l + 1)− m2

1− z2

)dmPl
dzm

}
= (1− z2)

m
2

{
(1− z2)

dm+2Pl
dzm+2

− 2(m+ 1)z
dm+1Pl
dzm+1

+
(
l(l + 1)−m(m+ 1)

)dmPl
dzm

}
= (1− z2)

m
2
dm

dzm

{
(1− z2)

d2Pl
dz2

− 2z
dPl
dz

+ l(l + 1)Pl

}
, (350)

となり、Plが Legendreの微分方程式の解であれば、式 (348)を満たすことがわかる。Pml
が z2 = 1で特異的でないためには、l = 0, 1, 2, · · · である必要があり、さらにロドリゲス
の公式よりm = 0, 1, 2, · · · , lとなる。
Legendre多項式の微分が dmPl

dzm = (2l)!
2ll!(l−m)!

zl−m+ · · · のように展開されることに注意す
ると、Legendre陪多項式の直交関係は、∫ 1

−1
dzPml′ (z)P

m
l (z) =

∫ 1

−1
dz(1− z2)m

dmPl′

dzm
dmPl
dzm

= δll′
(2l)!

2ll!(l −m)!

∫ 1

−1
dz(−1)mzl+m

dmPl′

dzm

= δll′
2(l +m)!

(2l + 1)(l −m)!
, (351)

のようになる。
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F Laguerre多項式

F.1 Laguerre多項式

Laguerreの微分方程式は

ρ
d2Lh
dρ2

+ (1− ρ)
dLh
dρ

+ hLh = 0, (352)

で与えられる。ここで、Lh(ρ) =
∑∞

a=0 caρ
aとおいて上式に代入すると、

0 =

∞∑
a=1

a(a− 1)caρ
a−1 +

∞∑
a=1

aca(ρ
a−1 − ρa) + h

∞∑
a=0

caρ
a

=

∞∑
a=0

{
(a+ 1)2ca+1 + (h− a)ca

}
ρa, (353)

なので、一般に

ca+1 = − h− a

(a+ 1)2
ca, (354)

のようになる。もし h ̸= 0, 1, 2, · · · であれば、数列は無限に続き、aが十分大きいときに
は ca+1 ∼ 1

acaとなる。これは、Lh ∼ eρのように振る舞うことを表すので、束縛状態の波
動関数としては不適切である。h = 0, 1, 2, · · · であれば、

ca = (−1)a
h!

(a!)2(h− a)!
c0 = (−1)a

hCa
a!

, (355)

となる。ただし、c0 = 1とした。
以下では、h = 0, 1, 2, · · · とする。このとき、Laguerreの微分方程式の解は Laguerre多
項式と呼ばれ、ロドリゲスの公式によって

Lh(ρ) =
eρ

h!

dh

dρh
(e−ρρh) =

h∑
a=0

(−1)a
hCa
a!

ρa, (356)

のように表される。
Laguerre多項式が Lh(ρ) =

(−1)h

h! ρh + · · · のように展開されることと、以下の積分∫ ∞

0
dρ e−ρρgLh(ρ) = 0, (g < h),∫ ∞

0
dρ e−ρρhLh(ρ) = (−1)hh!, (357)

を用いると、Laguerre多項式の直交関係は∫ ∞

0
dρ e−ρLg(ρ)Lh(ρ) = δgh, (358)

のようになる。
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F.2 Laguerre陪多項式

Laguerreの陪微分方程式は

ρ
d2Lkh
dρ2

+ (k + 1− ρ)
dLkh
dρ

+ hLkh = 0, (359)

で与えられる。ここで、Lkh(ρ) =
∑∞

a=0 caρ
aとおいて上式に代入すると、

0 =

∞∑
a=1

a(a− 1)caρ
a−1 +

∞∑
a=1

aca
{
(k + 1)ρa−1 − ρa

}
+ h

∞∑
a=0

caρ
a

=

∞∑
a=0

{
(a+ 1)(a+ k + 1)ca+1 + (h− a)ca

}
ρa, (360)

なので、一般に

ca+1 = − h− a

(a+ 1)(a+ k + 1)
ca, (361)

のようになる。もし h ̸= 0, 1, 2, · · · であれば、数列は無限に続き、aが十分大きいときに
は ca+1 ∼ 1

acaとなる。これは、L
k
h ∼ eρのように振る舞うことを表すので、束縛状態の波

動関数としては不適切である。h = 0, 1, 2, · · · であれば、

ca = (−1)a
k!h!

a!(a+ k)!(h− a)!
c0 = (−1)a

(h+ k)!

a!(a+ k)!(h− a)!
= (−1)a

h+kCa+k
a!

, (362)

となる。ただし、c0 = h+kChとした。
以下では、h = 0, 1, 2, · · · とする。このとき、Laguerreの陪微分方程式の解は Laguerre

陪多項式と呼ばれ、ロドリゲスの公式によって

Lkh(ρ) =
eρρ−k

h!

dh

dρh
(e−ρρh+k) =

h∑
a=0

(−1)a
h+kCa+k

a!
ρa = (−1)k

dkLh+k
dρk

, (363)

のように表される。Laguerre陪多項式が上記のように展開されることと、以下の積分∫ ∞

0
dρ e−ρρkρgLkh(ρ) = 0, (g < h),∫ ∞

0
dρ e−ρρkρhLkh(ρ) = (−1)h(h+ k)!, (364)

を用いると、Laguerre陪多項式の直交関係は∫ ∞

0
dρ e−ρρkLkg(ρ)L

k
h(ρ) = δgh

(h+ k)!

h!
, (365)

のようになる。さらに、∫ ∞

0
dρ e−ρρk+1ρhLkh(ρ) = (−1)h(h+ k + 1)!(h+ 1),∫ ∞

0
dρ e−ρρk+1Lkh(ρ)L

k
h(ρ) =

(h+ k)!

h!
(2h+ k + 1), (366)

となることもわかる。
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G 球面波

3次元空間においてポテンシャルがない自由な粒子を考える。Schrodinger方程式は動径
方向と角度方向に分離され、角度方向については波動関数は球面調和関数で記述される。
そして、動径方向の波動方程式は、式 (179)において α = 0として( d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ

)
R(ρ) +

{
1− l(l + 1)

ρ2

}
R(ρ) = 0, ρ ≡

√
2µE

ℏ
r, (367)

のように与えられる。この方程式は以下に挙げる、球Bessel関数、球Neumann関数を独
立な解としてもつ 13。球面波解の動径方向の波動関数は、原点で発散しない球Bessel関数
を使って

Rl(r) = jl(ρ), (368)

のように与えられる。

G.1 球Bessel関数

微分方程式 (367)の解のうち、ρ = 0で発散しない正則なものは

jl(ρ) = (−1)lρl
(1
ρ

d

dρ

)l sin ρ
ρ

, (369)

のように与えられる。この関数を球 Bessel関数と呼ぶ。
以下では、式 (369)で与えられる球Bessel関数が微分方程式 (367)の解であることを示
そう。まず [

ρ2,
1

ρ

d

dρ

]
= −2,

(1
ρ

d

dρ

)2
(ρ sin ρ) =

(1
ρ

d

dρ

)sin ρ
ρ

− sin ρ

ρ
, (370)

であることに注意すると、球 Bessel関数には

jl+2(ρ) = (−1)lρlρ2
(1
ρ

d

dρ

)l+2 sin ρ

ρ

= (−1)lρl
(1
ρ

d

dρ

)l+2
(ρ sin ρ)− (−1)l2(l + 2)ρl

(1
ρ

d

dρ

)l+1 sin ρ

ρ

= −1

ρ
jl+1(ρ)− jl(ρ) +

2(l + 2)

ρ
jl+1(ρ)

=
2l + 3

ρ
jl+1(ρ)− jl(ρ), (371)

のような漸化式が成り立つ。次に、球 Bessel関数の微分を計算すると

1

ρ

d

dρ
jl(ρ) =

l

ρ2
jl(ρ)−

1

ρ
jl+1(ρ),

ρ
d

dρ

1

ρ

d

dρ
jl(ρ) = − 2l

ρ2
jl(ρ) +

l

ρ

d

dρ
jl(ρ) +

1

ρ
jl+1(ρ)−

d

dρ
jl+1(ρ) (372)

= jl+2(ρ)−
2l

ρ
jl+1(ρ) +

l2 − 2l

ρ2
jl(ρ),

133次元井戸型ポテンシャルを考える場合には、球 Bessel関数と球 Neumann関数の線形結合をとった球
Hankel関数を用いると便利である。
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となる。これと漸化式 (371)より( d2
dρ2

+
2

ρ

d

dρ

)
jl(ρ) = jl+2(ρ)−

2l + 3

ρ
jl+1(ρ) +

l(l + 1)

ρ2
jl(ρ)

= −jl(ρ) +
l(l + 1)

ρ2
jl(ρ), (373)

となることが分かる。よって、球 Bessel関数は微分方程式 (367)の解である。

G.2 球Neumann関数

微分方程式 (367)の解のうち、ρ = 0で発散する正則でないものは

nl(ρ) = −(−1)lρl
(1
ρ

d

dρ

)l cos ρ
ρ

, (374)

のように与えられる。この関数を球Neumann関数と呼ぶ。
以下では、式 (374)で与えられる球 Neumann関数が微分方程式 (367)の解であること
を示そう。まず[

ρ2,
1

ρ

d

dρ

]
= −2,

(1
ρ

d

dρ

)2
(ρ cos ρ) =

(1
ρ

d

dρ

)cos ρ
ρ

− cos ρ

ρ
, (375)

であることに注意すると、球Neumann関数には

nl+2(ρ) = −(−1)lρlρ2
(1
ρ

d

dρ

)l+2 cos ρ

ρ

= −(−1)lρl
(1
ρ

d

dρ

)l+2
(ρ cos ρ) + (−1)l2(l + 2)ρl

(1
ρ

d

dρ

)l+1 cos ρ

ρ

= −1

ρ
nl+1(ρ)− nl(ρ) +

2(l + 2)

ρ
nl+1(ρ)

=
2l + 3

ρ
nl+1(ρ)− nl(ρ), (376)

のような漸化式が成り立つ。次に、球Neumann関数の微分を計算すると

1

ρ

d

dρ
nl(ρ) =

l

ρ2
nl(ρ)−

1

ρ
nl+1(ρ),

ρ
d

dρ

1

ρ

d

dρ
nl(ρ) = − 2l

ρ2
nl(ρ) +

l

ρ

d

dρ
nl(ρ) +

1

ρ
nl+1(ρ)−

d

dρ
nl+1(ρ) (377)

= nl+2(ρ)−
2l

ρ
nl+1(ρ) +

l2 − 2l

ρ2
nl(ρ),

となる。これと漸化式 (376)より( d2
dρ2

+
2

ρ

d

dρ

)
nl(ρ) = nl+2(ρ)−

2l + 3

ρ
nl+1(ρ) +

l(l + 1)

ρ2
nl(ρ)

= −nl(ρ) +
l(l + 1)

ρ2
nl(ρ), (378)

となることが分かる。よって、球Neumann関数は微分方程式 (367)の解である。
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G.3 球Hankel関数

球Hankel関数は、球 Bessel関数と球Neumann関数の線形結合として

h
(1)
l (ρ) ≡ jl(ρ) + inl(ρ), h

(2)
l (ρ) ≡ jl(ρ)− inl(ρ), (379)

のように定義される。
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H 3次元調和振動子

H.1 直交座標系

3次元調和振動子のハミルトニアンは

Ĥ =
3∑
i=1

( p̂2i
2m

+
mω2

2
x̂2i

)
, (380)

で与えられる。定常状態の波動関数をΨ(xi)とすると、波動方程式は
3∑
i=1

(
− ℏ2

2m
∂2i +

mω2

2
x2i

)
Ψ = EΨ, (381)

となる。この式はΨ(xi) = ϕ1(x1)ϕ2(x2)ϕ3(x3)のようにおくと変数分離することができて、(
− ℏ2

2m

d2

dx2i
+
mω2

2
x2i

)
ϕi(xi) = Eiϕi(xi), i = 1, 2, 3, (382)

となる。ただし、E = E1 +E2 +E3である。各 ϕi(xi)は 1次元調和振動子と同じ波動方
程式の解なので、

ϕi(xi) =
B√
2nini!

Hni(Axi)e
−A2

2
x2i , A ≡

(mω
ℏ

) 1
2
, B ≡

(mω
πℏ

) 1
4
, (383)

のようになり、エネルギー準位は各方向のエネルギーの和

En = ℏω
(
n+

3

2

)
, n = n1 + n2 + n3, ni = 0, 1, 2, 3, · · · , (384)

で与えられる。
エネルギー準位は (n1, n2, n3)によってラベルされる。基底状態のエネルギーはE0 =

3
2ℏω

であり、波動関数はΨ(0,0,0)のようにラベルされる。第 1励起状態のエネルギーはE1 =
5
2ℏω

であり、波動関数はΨ(1,0,0),Ψ(0,1,0),Ψ(0,0,1)のように 3重に縮退している。一般にエネル
ギーEnの状態は、n個のエネルギー量子を 3つに分割する方法の数で与えられるので、

n+2C2 =
(n+ 1)(n+ 2)

2
, (385)

のように縮退している。
直交座標系では角運動量がどのような状態かは明らかではない。そこで、第 2励起状態
までの波動関数を極座標表示し、球面調和関数の線形結合で表してみよう。まず、基底状
態の波動関数は

Ψ(0,0,0) = B3e−
A2

2
r2 =

√
4πB3e−

A2

2
r2Y0

0, (386)

のようになる。これより、基底状態は軌道角運動量 l = 0の状態であることがわかる。次
に、H1(Ax) = 2Axなどに注意すると、第 1励起状態の波動関数は

Ψ(1,0,0) =
√
2AB3re−

A2

2
r2 sin θ cosϕ =

√
4π

3
AB3re−

A2

2
r2(−Y11 + Y −1

1 ),

Ψ(0,1,0) =
√
2AB3re−

A2

2
r2 sin θ sinϕ = i

√
4π

3
AB3re−

A2

2
r2(Y1

1 + Y −1
1 ), (387)

Ψ(0,0,1) =
√
2AB3re−

A2

2
r2 cos θ =

√
8π

3
AB3re−

A2

2
r2Y1

0,
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のようになる。これより、第 1励起状態は軌道角運動量 l = 1の状態であることがわかる。
最後に、H2(Ax) = 4A2x2 − 2などに注意すると、第 2励起状態の波動関数は

Ψ(1,1,0) = 2A2B3r2e−
A2

2
r2 sin2 θ cosϕ sinϕ = i

√
8π

15
A2B3r2e−

A2

2
r2(−Y22 + Y −2

2 ),

Ψ(0,1,1) = 2A2B3r2e−
A2

2
r2 sin θ cos θ sinϕ = i

√
8π

15
A2B3r2e−

A2

2
r2(Y2

1 + Y −1
2 ),

Ψ(1,0,1) = 2A2B3r2e−
A2

2
r2 sin θ cos θ cosϕ =

√
8π

15
A2B3r2e−

A2

2
r2(−Y21 + Y −1

2 ), (388)

Ψ(2,0,0) =
1√
2
B3e−

A2

2
r2
{
A2r2 sin2 θ(cos 2ϕ+ 1)− 1

}
= B3e−

A2

2
r2
{√

4π

15
A2r2(Y2

2 + Y −2
2 )− 1

3

√
8π

5
A2r2Y2

0 +
√
2π
(2
3
A2r2 − 1

)
Y0

0

}
,

Ψ(0,2,0) =
1√
2
B3e−

A2

2
r2
{
A2r2 sin2 θ(− cos 2ϕ+ 1)− 1

}
= B3e−

A2

2
r2
{
−
√

4π

15
A2r2(Y2

2 + Y −2
2 )− 1

3

√
8π

5
A2r2Y2

0 +
√
2π
(2
3
A2r2 − 1

)
Y0

0

}
,

Ψ(0,0,2) =
1√
2
B3e−

A2

2
r2(2A2r2 cos2 θ − 1)

= B3e−
A2

2
r2
{
2

3

√
8π

5
A2r2Y2

0 +
√
2π
(2
3
A2r2 − 1

)
Y0

0

}
,

のようになる。これより、第 2励起状態は軌道角運動量 l = 0と l = 2の状態からなるこ
とがわかる。

H.2 極座標系

波動関数をΨ(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ)と変数分離すると、動径方向の波動関数R(r)に
対する波動方程式は( d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
R(r) +

{2m
ℏ2
(
E − mω2

2
r2
)
− l(l + 1)

r2

}
R(r) = 0, (389)

のようになる。
まず解の漸近的な振る舞いを考える。r → ∞の場合、R ∼ e−kr

2
と仮定すると、微分方程

式のrの最高次r2の係数は4k2−m2ω2

ℏ2 = 0のように近似されるので、解はR ∼ exp(−mω
2ℏ r

2)

のように振る舞う。また、r ∼ 0の場合、R ∼ raと仮定すると、微分方程式の rの最低次
r−2 は a(a + 1) − l(l + 1) = 0のようになるので、発散しない解は R ∼ rl のように振る
舞う。
そこで、

R(ρ) = F (ρ)ρ
l
2 e−

ρ
2 , ρ ≡ mω

ℏ
r2 = A2r2, (390)

とおいて上の波動方程式に代入すると、F (ρ)についての微分方程式

ρ
d2F

dρ2
+
(
l +

3

2
− ρ
)dF
dρ

+
( E

2ℏω
− 2l + 3

4

)
F = 0, (391)
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が得られる。F (ρ) =
∑∞

a=0 caρ
aとおいて上式に代入すると、漸化式

ca+1 =
a− nr

(a+ 1)(a+ l + 3
2)
ca, nr ≡

E

2ℏω
− 2l + 3

4
, (392)

が得られる。nr = 0, 1, 2, · · · ,のときに F (ρ)は nr 次の多項式となり、それ以外のときは
波動関数は r → ∞で発散する。従って、nrは量子化されて、エネルギー準位は

En = ℏω
(
n+

3

2

)
, n = 2nr + l, (393)

のように表される。
nが偶数のとき、取りうる軌道角運動量量子数も偶数で l = 0, 2, 4, · · · , nの計 n+2

2 通り
であり、縮退度は

1 + 5 + 9 + · · ·+ (2n+ 1) =
2n+ 2

2
× n+ 2

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
, (394)

となる。nが奇数のとき、取りうる軌道角運動量量子数も奇数で l = 1, 3, 5, · · · , nの計 n+1
2

通りであり、縮退度は

3 + 7 + 11 + · · ·+ (2n+ 1) =
2n+ 4

2
× n+ 1

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
, (395)

となる。従って、エネルギー準位Enの縮退度は
(n+1)(n+2)

2 となって、直交座標系で得た
結果と一致する。
最後に動径方向の波動関数を具体的に書き下してみよう。(n, l) = (0, 0)の場合、式 (392)

を解くと

R(r) = c0e
−A2

2
r2 , (396)

となる。次に (n, l) = (1, 1)の場合、式 (392)を解くと

R(r) = c0Are
−A2

2
r2 , (397)

となる。そして (n, l) = (2, 2)の場合、式 (392)を解くと

R(r) = c0A
2r2e−

A2

2
r2 , (398)

となり、(n, l) = (2, 0)の場合は

R(r) = c0

(
− 2

3
A2r2 + 1

)
e−

A2

2
r2 , (399)

となる。従って、動径方向の波動関数も直交座標系で得た結果と一致する。
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